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Resumo - Este trabalho apresenta o estudo e o 

desenvolvimento da modelagem dinâmica de pequenos 
sinais do conversor ZETA operando no modo de 
condução descontínua. Um exame detalhado do 
comportamento dinâmico do conversor é realizado 
através da abordagem do modelo médio no espaço de 
estados, obtido por meio da generalização do modelo 
médio do interruptor. Por fim, o modelo dinâmico 
analítico de pequenos sinais é validado através de 
simulações computacionais e através de ensaios 
laboratoriais em um protótipo especialmente elaborado 
para este fim. 
 

Palavras-Chave – Análise de Pequenos Sinais, 
Conversor ZETA, Modelagem Dinâmica. 

 
SMALL SIGNAL MODEL OF THE ZETA 

CONVERTER OPERATING IN DCM 
 
Abstract – This paper presents the study and the 

development of small-signal dynamic modeling of the 
ZETA converter operating in discontinuous conduction 
mode. A detailed examination of the dynamic behavior of 
the converter is accomplished through the state-space 
averaging modeling approach, obtained by generalized 
switch averaging method. Finally, the analytical small-
signal dynamic model is validated through computer 
simulations and by laboratory tests on a prototype 
specially developed for this purpose. 

1 
Keywords - Dynamic Modeling, Small Signal Analysis, 

ZETA Converter. 
 

I.  INTRODUÇÃO 
 

O projeto ótimo de qualquer sistema de controle está 
baseado no conhecimento do comportamento do sistema que 
se deseja controlar, isto é, na modelagem do mesmo [1]. 

Conversores comutados estão sujeitos a diversas não-
linearidades. A principal delas é chamada não-linearidade 
estrutural e se deve ao fato de que conversores comutados 
possuem diversas etapas de operação [2]. Porquanto, durante 
os transitórios, decorrentes de perturbações de entrada e/ou 
de carga, a duração de cada etapa de funcionamento é 
variável. Isto é, durante os transitórios, o conversor muda de 

                                      
1Artigo submetido em 15/08/2014. Primeira revisão em 22/09/2014. 
Segunda revisão em 29/01/2015. Aceito para publicação em 18/05/2015, por 
recomendação do Editor Cassiano Rech. 

uma etapa de funcionamento para a próxima em instantes 
que diferem de um ciclo para outro, os quais estão limitados, 
fisicamente, pela saturação dos sinais de controle [1]. Outra 
não-linearidade é quanto à descontinuidade de corrente que 
caracteriza o modo de condução descontínua desses 
conversores, uma vez que o mesmo conversor possui 
comportamento distinto dependendo do modo de condução 
em que opera [3]. Igualmente, as não linearidades 
introduzidas pelos transformadores, indutores e dos 
semicondutores, reforçam o caráter não linear dos 
conversores comutados. Contudo, estes aspectos são 
usualmente negligenciados [1].  

A modelagem em regime permanente (CC) dos 
conversores, usualmente, baseia-se no transformador de 
corrente contínua e no interruptor PWM (do inglês Pulse 
Width Modulation), propostos por Middlebrook e Vorperian, 
respectivamente [4]-[6]. Os modelos obtidos através da 
análise em regime permanente, embora válidos para o projeto 
dos conversores, apresentam-se como uma solução 
insatisfatória na análise do controle em malha fechada, e.g., 
uma vez que não consideram regimes transitórios de 
operação. 

O modelo CA de um conversor comutado é aquele que 
prediz como variações de baixa frequência na razão cíclica 
(em relação a frequência de comutação) afetam a saída do 
conversor, isto é, a variável a ser controlada, já que tal 
modelo ignora a ondulação (ripple) das variáveis de estado 
decorrente da comutação dos semicondutores, assim como os 
harmônicos de chaveamento e suas dinâmicas, quando isto 
não afeta a sua precisão [7]. 

A modelagem de conversores comutados baseada nos 
modelos médios, pode ser obtida usando o modelo médio no 
espaço de estados [4] (do inglês State-Space Averaging 
Modeling Approach — SSAMA) ou através da representação 
média de circuito (do inglês Circuit Averaging Method) [8]- 
[9]. No espaço de estados médio, as equações de espaço de 
estado dos conversores são escritas para as diferentes etapas 
de funcionamento do circuito. Assim, se o conversor opera 
no modo de condução contínua (MCC) as duas etapas de 
funcionamento são combinadas em uma única equação, a 
qual é obtida através da média ponderada da duração destas 
etapas. Analogamente no modo de condução descontínua 
(MCD) as três etapas são ponderadas em função da razão 
cíclica para a obtenção do modelo médio [3]. A principal 
vantagem da abordagem no espaço de estado médio é a sua 
generalidade. Para tanto, basta determinar as equações 
diferenciais para cada uma das etapas de funcionamento e 
realizar a média ponderada de todas estas equações. Além do 
modelo médio no espaço de estados, destacam-se o modelo 
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do interruptor PWM [5] e o modelo do resistor sem perdas 
[10], [11]. 

A modelagem dinâmica de conversores no MCD 
utilizando diretamente a técnica SSAMA apresenta algumas 
limitações, principalmente devido à característica de 
transferência estática dependente da carga [3], [12], [13] e 
das grandes ondulações de corrente nos indutores [14]. Isto 
torna o modelo impreciso ou limitado quando aplicado 
diretamente a conversores de ordem elevada, como o 
conversor SEPIC [15]. Porém, a técnica apresenta bons 
resultados na análise dinâmica de conversores de ordem 
elevada quando os mesmos operam no MCC [16]. 

As técnicas acima citadas já foram utilizadas na 
modelagem dos conversores básicos no modo de condução 
descontínua e contínua [3]. Vários são os trabalhos que 
estudam a aplicação dessas técnicas a conversores de ordem 
elevada operando no MCD [15], [17]-[20]. O emprego dessas 
técnicas ao conversor ZETA, por sua vez, só fora 
comprovadamente realizada com sucesso no MCC [15], [21]. 
Em [17], a técnica do interruptor PWM é utilizada para 
obtenção das funções de transferência que modelam este 
conversor. Os resultados de [17], no entanto, não são 
validados experimentalmente. Inclusive, cabe salientar que 
em [17] não se apresenta nenhuma modelagem no espaço de 
estados, e que os resultados obtidos pelo modelo apresentado 
na forma de funções de transferência não se mostraram muito 
acurados com relação aos resultados obtidos mediante 
simulação.  

Sendo assim, ainda existe espaço para trabalhos que 
busquem contribuir na modelagem dinâmica do conversor 
ZETA no MCD. Em especial, quando a descrição no espaço 
de estados é obtida, tendo em vista que nenhum modelo de 
pequenos sinais para o conversor ZETA no MCD 
(excetuando estudos preliminares publicados em anais de 
conferências pelos autores deste trabalho) foi encontrada na 
literatura.  

Muito embora a representação empregando funções de 
transferência e a transformada de Laplace - amplamente 
difundida e utilizada - seja adequada para projetar uma 
grande variedade de controladores, as técnicas de controle no 
domínio do tempo são baseadas em realimentação de 
estados, e portanto, pressupõem uma representação matricial 
do sistema, utilizando a descrição no espaço de estados. Para 
contemplar e proporcionar o projeto desses controladores - e 
também de observadores de estado – este artigo apresenta um 
modelo dinâmico médio no espaço de estados, empregando a 
técnica de modelagem Generalized Switch Averaging - GSA, 
descrita em [5], através do modelo do resistor sem perdas [9], 
de modo a compensar as imprecisões observadas na 
aplicação direta da técnica. Esta generalização será discutida 
em detalhes na sequência deste trabalho, para o conversor 
ZETA operando no MCD, bem como sua validação. A 
abordagem GSA é aqui descrita em detalhes e aplicada a 
modelagem do conversor ZETA no MCD, reunindo assim, 
de forma analítica, a experiência adquirida no grupo de 
pesquisa [2], [22]-[27]. Em [23] e [24] foi apresentado um 
modelo de simulação funcional, mesmo que analiticamente 
incompleto. Já em [25] e [26] a técnica foi aplicada a um 
conversor ZETA desenvolvido como parte integrante em um 
sistema de microgeração de energia conectado à rede 

elétrica. Contudo, a topologia não contava com o capacitor 
de filtragem de saída, para cominar ao sistema um 
comportamento de fonte de corrente, o que reduzia a ordem 
do sistema. O presente artigo se difere dos anteriores por 
apresentar um modelo analítico de pequenos sinais para o 
conversor ZETA considerando a sua topologia completa, 
incluindo o capacitor de filtragem. 

A técnica GSA utilizada neste trabalho, foi descrita em 
[3], e ali é exemplificada em detalhes para o conversor 
redutor. A vantagem desta técnica reside na sua capacidade 
de utilizar um determinado modelo previamente obtido 
utilizando a técnica SSAMA [4], [9], para um determinado 
conversor operando no MCC para a obtenção do seu 
respectivo modelo no MCD. Isto se dá mediante à inclusão 
de um ramo de realimentação cujo equacionamento utiliza a 
técnica do resistor sem perdas [10], [11].  
 

II.  CONVERSOR ZETA NO MCD 
 

O conversor ZETA é um conversor estático CC-CC de 
quarta ordem, ou seja, possui quatro elementos de 
armazenamento de energia elétrica, sendo dois indutores e 
dois capacitores. Este conversor apresenta característica de 
fonte de corrente em sua saída, o que o torna uma 
interessante opção em sistemas que necessitem impor a 
corrente de saída à carga com baixo conteúdo harmônico.  

A análise em regime permanente deste conversor já foi 
apresentada em diversos trabalhos, destacando-se [28]. 
Assim sendo, este capítulo apresentará apenas as etapas de 
operação, formas de onda, e característica de transferência 
estática deste conversor, sem detalhes demasiados. 

A operação do conversor ZETA no MCD se caracteriza 
por apresentar três etapas de operação, representadas 
esquematicamente na Figura 1. Na primeira etapa de 
operação, representada na Figura 1.a, ocorre a transferência 
de energia elétrica da fonte de entrada para os indutores Lm e 
Lo. Na segunda etapa de operação, apresentada na Figura 1.b, 
os indutores transferem a energia elétrica armazenada na 
primeira etapa para o circuito. A última etapa de operação, 
ilustrada na Figura 1.c, inicia-se quando a corrente no diodo 
se anula. Nesta etapa, as correntes nos indutores não 
experimentam variação. As principais formas de onda do 
conversor ZETA operando no MCD são apresentadas na 
Figura 2. 

A característica de transferência estática g(t) deste 
conversor operando no MCD é facilmente obtida pela análise 
das etapas de operação e formas de onda, através do balanço 
de fluxo nos indutores, e é dada por: 

 

    
 

 o

g 1

v t d t
g t

v t D
   (1) 

 
onde: 
 

d(t)  - Razão cíclica imposta ao interruptor. 
D1  - Razão cíclica de condução do Diodo. 
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(a) 

 
(b) 

 
(c) 

Fig. 1.  Etapas de operação do conversor ZETA no MCD. 

A razão de condução do diodo, por sua vez, é dependente 
da frequência de comutação  f  do conversor, da carga R e de 
sua indutância equivalente, através de: 

 

 eq
1

2 L f
D

R
  (2) 

 
onde Leq é a indutância equivalente do conversor, dada por: 
 

 m o
eq

m o

L L
L .

L L



 (3) 

 
Fica claro, a partir de (1) e (2), que se não houver 

variações na carga, na indutância equivalente ou na 
frequência de comutação, a característica de transferência 
estática desse conversor operando no MCD é uma função 
linear da razão cíclica d(t). 

Outra propriedade especialmente atraente originada da 
operação deste conversor no MCD é que a potência média 
instantânea de entrada deste conversor pmd (t) independe da 
carga conectada em sua saída, sendo dada por: 

 

  
  
 

2
g

md

v t
p t

Re d
  (4) 

 
onde: 

  
  
eq

2

2 L f
Re d .

d t
  (5) 

 
Nota-se que (4) obedece a Lei de Ohm. Re(d) é chamada 

resistência equivalente do interruptor, e como é possível 
observar em (5) não é dependente da carga. Isto torna a 
aplicação deste conversor em sistemas de correção de fator 
de potência muito interessante, como percebido em [29]. 

Porém, a modelagem em regime permanente de 
conversores não é suficiente para prever o comportamento 
dinâmico dos mesmos. A próxima seção apresenta a 
modelagem de pequenos sinais para o conversor ZETA 
operando no MCD. 

 
 

 
Fig. 2.  Principais formas de onda do Conversor ZETA no MCD. 

 
III.  MODELAGEM DINÂMICA DO CONVERSOR ZETA 

 
Nesta seção será estudada a modelagem dinâmica do 

conversor ZETA utilizando-se a generalização do modelo 
médio do interruptor aplicado ao MCD [3], [12], [13]. 
Considera-se, neste estudo, que a resposta dinâmica do 
conversor ZETA seja substancialmente mais lenta que o 
período de comutação do conversor. Deste modo, pode-se 
desconsiderar a influência de ondulações de alta frequência 
no valor médio da variável. É julgado também que a 
impedância R conectada a saída do conversor não 
experimenta variações. 

De modo a facilitar o perfeito entendimento da técnica 
aqui utilizada, é necessário, primeiramente, introduzir certas 
simbologias utilizadas na seção. Variáveis grafadas somente 
em letra minúscula representam o comportamento 
instantâneo da mesma. Quando o comportamento médio da 
mesma variável em um intervalo de comutação do conversor 
é estudado, a variável é simbolizada entre parênteses 
angulares. Pequenas variações na análise em pequenos sinais 
são denotadas com o sinal circunflexo sobre a variável. 
Quando a variável é representada através de letra maiúscula, 
trata-se de seu valor de regime permanente. As dependências 
temporais das variáveis serão omitidas sempre que possível, 
de modo a tornar as equações matemáticas mais simples. 

A Figura 3 apresenta graficamente essas distinções, 
considerando a corrente em um indutor hipotético. 
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A. Generalização do Modelo Médio do Interruptor 
O modelo médio do interruptor generalizado para o 

conversor ZETA operando no MCD, desenvolvido neste 
trabalho, baseia-se naquele descrito em [3] para conversores 
básicos de segunda ordem. A técnica permite que modelos 
obtidos na análise dinâmica no MCC sejam empregados na 
análise dos mesmos conversores no MCD. A técnica 
fundamenta-se na ideia de que apenas a rede de comutação, 
formada pelo interruptor S e pelo diodo D, altera as 
características dinâmicas do modelo, uma vez que se trata do 
mesmo conversor. 
 

 
Fig. 3.  Transitório e regime permanente. 

 
Basicamente, a técnica consiste na obtenção de dois 

sistemas distintos, sendo um formado pelos dispositivos que 
conferem ao sistema sua característica não-linear (interruptor 
e diodo), e o sistema resultante formado pelos componentes 
passivos, sendo conceitualmente um sistema não variante no 
tempo. O sistema não-linear obtido nessa análise recebe o 
nome de rede de comutação. A Figura 4 apresenta o 
diagrama de blocos do modelo médio do conversor no MCD, 
onde: 

 
u (t) - Variáveis de entrada do conversor. 
uc (t) - Entrada de controle do conversor. 
us (t) - Variáveis de entrada da rede de comutação. 
ys (t) - Variáveis de saída da rede de comutação. 
y (t) - Variáveis de saída do conversor. 
 

Rede de 
Comutação

Sistema 
não-variante 

no tempo

u (t)

y (t)
ys (t)

uc (t)

us (t)  
Fig. 4.  Diagrama de blocos do modelo no MCD. 

 
A entrada de controle de conversores que utilizam 

modulação por largura de pulso (PWM) é a razão cíclica, i.e., 
 

 .cu d  (6) 
 
É possível representar ys(t) em função das variáveis de 

entrada da rede de comutação e da entrada de controle do 
conversor, i.e.:  

 ( ) ( ), ( ) .s c sy t f u t u t  (7) 
 
Por meio da rede de comutação modelada no MCD 

(utilizando a técnica do resistor sem perdas), pode-se 
facilmente obter a chamada razão de conversão do 
interruptor (do inglês switch conversion ratio) [3] que pode 
ser utilizada no lugar da razão cíclica em qualquer modelo do 
mesmo conversor obtido no MCC. 

 
 B. Razão de Conversão do Interruptor 

A razão de conversão do interruptor é representada pela 
letra grega μ. A razão de conversão do interruptor μ nada 
mais é do que uma generalização da razão cíclica d presente 
nos modelos obtidos na análise dinâmica no MCC. Assim, 
essa variável pode substituir a razão cíclica no modelo não-
variante obtido através da análise no MCC, μ = d [3]. 
Contudo, no MCD esta condição não se verifica. A razão de 
conversão é obtida avaliando-se o modelo do resistor sem 
perdas. Sem mais detalhes, na Figura 5.a é apresentado o 
diagrama da rede de comutação, e na Figura 5.b o 
equivalente gerado do modelo do resistor sem perdas. 

 

  
(a) (b) 

Fig. 5.  Modelo do resistor sem perdas. 
 

Na Figura 5, as variáveis da rede de comutação são 
exatamente as tensões e correntes no interruptor e no diodo, 
i.e., 

 
1 1 2 2

1 1 2 2 .
S S D D

S S D D

i i v v i i v v
i vi v i i v v

   

   
 (8) 

 
Tendo em vista que este modelo pressupõe perdas nulas, é 

evidente que os valores médios das potências de entrada e 
saída são iguais, assim: 

 

 
2

21
1 1 2 2 1( ) .

( ) e
e

v
i v i v R d i p

R d
     (9) 

 
Lembrando que variáveis entre parênteses angulares 

representam o comportamento médio da variável em um 
intervalo de comutação do conversor. Assim,  p  é a 
potência transferida do interruptor para o diodo (e da fonte de 
entrada para a carga) em um intervalo de comutação. 

É necessário definir os parâmetros de entrada e saída da 
rede de comutação, us e ys, respectivamente. Segundo [3], em 
uma rede de comutação com n parâmetros, deve-se arbitrar 
metade dos parâmetros como entradas da rede de comutação, 
sendo o restante dos parâmetros considerados saídas da rede. 
Porém, devem-se selecionar pares corrente-tensão, de modo 
a utilizar as relações dispostas em (9). Assim, podem ocorrer: 
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   1 2 2 1
T T

s su i v y i v   (10) 

   2 1 1 2 .T T
s su i v y i v   (11) 

 
A escolha dos parâmetros de entrada e saída da rede de 

comutação irá resultar em razões de conversão equivalentes 
[14]. Assim, considerando a escolha dos parâmetros como 
em (11), a razão de conversão do interruptor para o 
conversor ZETA é dada por: 

 

 
1

2
2 1

1

, , 1 ( ) .e

i
i v d R d

v



 

  
 

 (12) 

 
C. SSAMA 

Como fora mencionado na seção anterior, o advento da 
rede de comutação permite a utilização de modelos 
matemáticos considerando apenas as etapas de operação do 
conversor operando no MCC, através da utilização da razão 
de conversão do interruptor (µ) (12) ao invés de se utilizar 
diretamente a razão cíclica (d ). 

O modelo neste trabalho utilizado para representar o 
sistema não-variante no tempo é o modelo médio no espaço 
de estados. A técnica consiste em se obter as equações que 
descrevem o circuito em cada etapa de operação, e depois de 
feito isso, aplica-se uma média ponderada de acordo com o 
tempo de funcionamento de cada etapa.  

Como o próprio nome da técnica propõe, a análise será 
realizada através da descrição matricial das variáveis 
conhecida como espaço de estados. Essa análise permite a 
utilização de ferramentas computacionais para solucionar o 
modelo. Em especial, a formulação do modelo em 
MATLAB® permite o desenvolvimento da estratégia de 
controle de maneira mais rápida e precisa do que a 
desenvolvida em ferramentas de simulação de circuitos. 

Novamente omitindo detalhes, o modelo SSAMA para 
este conversor é: 

 

x A x B u

y C x E u

  

  

 (13) 

 
onde  y   representa o valor médio da saída do sistema 
em um intervalo de comutação, e: 
 

1 2

1 2

1 2

1 2

'

'

'

'.

A A A

B B B

C C C

E E E

 

 

 

 

 

 

 

 

 
(14) 

 
Nota-se que já se utilizou a substituição de d por μ em 

(14) sendo μ’ o complemento de μ ( μ’ = 1 - μ ). As variáveis 
de estado adotadas são as correntes nos indutores e as tensões 
nos capacitores, ou seja: 

.
m o o

T

L L C Cx i i v v   
 (15) 

 

O vetor  u  contém o comportamento médio das 
variáveis de entrada independentes do conversor. Na maioria 
das análises, esse vetor só contém a tensão de entrada do 
conversor, porém em alguns casos pode conter também a 
corrente de saída e/ou influências externas sobre a mesma. 
No tocante deste trabalho  u  representa o valor médio da 
tensão de entrada: 

 
.gu v   
 (16) 

 
O modelo como apresentado em (13) é dito modelo de 

grandes sinais, uma vez que descreve completamente o 
comportamento dinâmico do sistema. Porém, devido à 
característica não linear da razão de conversão do interruptor, 
é um sistema não linear. Portanto, deve ser realizada uma 
linearização do sistema caso se almeje a representação do 
mesmo através de uma função de transferência.  
 
D. Linearização 

A linearização da razão de conversão do interruptor é 
realizada considerando-se pequenas perturbações em torno 
de um ponto de operação (valor de regime), tal como: 

 

0

1 1 1 2 2 2

ˆˆ
ˆˆ

d D d
v V v i I i
     
   

 (17) 

 
onde: μo é o valor de regime da razão de conversão do 
interruptor. 

Através da expansão de Taylor da função (12), realizada 
em torno do ponto de operação definido em (17), pode-se 
concluir que: 

 
 

2 1

0 2 1

2 1

, ,
ˆˆˆ ˆi v d

I V D

i k v k dk

 





  
 (18) 

 
onde os ganhos kv1, ki2 e kd são avaliados considerando a 
derivada parcial referente a respectiva variável, computando-
a em seu ponto de operação, i.e.: 
 

 

 

 

2

2 2

1

1 1

2 1

2

2 1

1

2 1

, ,

, ,

, ,
.

i
i I

v
v V

d
d D

i V D
k

i

I v D
k

v

I V d
k

d




























 
(19) 

 
A partir de (6) e (11) pode-se reescrever a razão de 

conversão linearizada do interruptor na forma matricial, tal 
como: 

 
ˆ ˆ ˆs s d ck u k u    (20) 

onde: 

2 1
.s i vk k k     (21) 
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De modo similar ao realizado com a razão de conversão 
do interruptor, a linearização do modelo SSAMA é 
desenvolvida considerando as perturbações em torno de um 
ponto de operação: 

 

0

ˆ ˆ
ˆ ˆ

x X x y Y y
u U u   
   
   

 (22) 

 
considerando que: 
 
 

0

ˆ ˆ
ˆ ˆ .

X x Y y
U u  

 (23) 

 
Através da substituição de (23) em (13) e (14) chega-se a: 
 

ˆ ˆ ˆ ˆ
ˆ ˆ ˆ ˆ

s

s

x Ax Bu B
y Cx Eu E




   


  
 (24) 

onde: 
 
 
 
 

1 0 2 0

1 0 2 0

1 0 2 0

1 0 2 0

1

1

1

1

A A A

B B B

C C C

E E E

 

 

 

 

  

  

  

  

 

(25) 

   1 2 1 2sB A A X B B U     

   1 2 1 2 .sE C C X E E U     

 
A matriz X é facilmente obtida através da solução da 

equação de regime do conversor apresentada em (26), da 
qual é possível obter o valor de regime das variáveis de 
estado, bem como o valor de regime da saída do sistema. 

 

 
1

1 .

X A BU

Y C A B E U





  


  

 (26) 

 
O sistema, como apresentado em (24), é linear e chamado 

de modelo equivalente de pequenos sinais, uma vez que 
representa o comportamento do sistema em torno de um 
ponto de operação. O modelo dinâmico do conversor 
operando no MCD pode agora ser desenvolvido, uma vez 
que se dispõe de uma descrição linear para a rede de 
comutação e para o sistema não-variante no tempo. 
 
E. Modelo de Pequenos Sinais no MCD 

Avaliando-se (8) e (11) é possível escrever: 
 

2 1
ˆ ˆˆ ˆ ˆ .

T T

s D Su i v i v       
 (27) 

 
Admitindo-se que seja possível obter a corrente no diodo e 

a tensão no interruptor através da equação de saída do 
sistema (24), pode-se deduzir que: 

 
ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ .s su y Cx Eu E      (28) 

 
Pode-se reescrever (24) considerando duas equações de 

saída. Uma delas é referente às variáveis que serão 

consideradas como entradas na rede de comutação. A outra 
saída relacionará as variáveis de estado com a saída do 
sistema através da matriz Z. Assim: 

 
ˆ ˆ ˆ ˆ
ˆ ˆ ˆ ˆ
ˆ ˆ .

s

s s

o

x Ax Bu B
u Cx Eu E
y Z x




   


  
 

 (29) 

 
É importante lembrar que a razão de conversão μ não 

representa a razão cíclica imposta ao conversor. Ela é 
somente uma abstração matemática que possibilita a 
utilização do modelo SSAMA do MCC para a obtenção do 
modelo do conversor no MCD. Assim, de modo a obter a 
relação controle-saída do conversor, μ deve ser suprimido de 
(29) em favor de d. Isto é alcançado observando que μ é 
função de d por meio da entrada de controle uc. 

Substituindo (28) em (20) e lembrando que uc = [d] chega-
se a: 

 

     
ˆˆ ˆ ˆ .

1 1 1
s s d

s s s s s s

k C k E kx u d
k E k E k E

   
  

 (30) 

 
Aplicando (30) na equação de estados do sistema (29), 

mantendo apenas a saída yo do sistema, se obtém: 
 

ˆˆ ˆ ˆ

ˆ ˆ
CL CL d

o

x A x B u B d

y Z x

   




 (31) 

onde: 

 

 

 

1

1

.
1

s s
CL

s s

s s
CL

s s

s d
d

s s

B k CA A
k E

B k EB B
k E

B kB
k E

 


 





 

(32) 

 
Neste trabalho, a matriz ACL é chamada matriz de estados 

em malha fechada para o MCD, em alusão a realimentação 
representada na Figura 4. A matriz de entrada em malha 
fechada para o MCD é simbolizada por BCL. Bd é a matriz de 
entrada da razão cíclica. 

O sistema apresentado em (31) é um sistema linear de 
pequenos sinais, e descreve o comportamento das variáveis 
de estado do conversor ZETA operando no MCD em torno 
de um ponto de operação, definido quando da linearização 
dos modelos do resistor sem perdas e do modelo no SSAMA. 
 
F. Aplicação ao Conversor ZETA 

É necessário, primeiramente, definir as variáveis de 
estado do modelo, as variáveis de entrada independentes, as 
variáveis de entrada da rede de comutação, e as variáveis de 
entrada de controle. Nessa análise será considerada como 
entrada independente apenas a tensão de entrada vg do 
conversor. As variáveis escolhidas como entrada da rede de 
comutação são a tensão no interruptor S e a corrente no 
diodo D, vs e iD respectivamente. As variáveis de estado 
escolhidas são, não por acaso, as correntes nos indutores e as 
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tensões nos capacitores, iLm, iLo, vC, vCo. Como já discutido, a 
entrada de controle do conversor é a razão cíclica d. 

 
                  

                .
m o o

T
g s s D

T

c g L L C C

u v u v i

u v x i i v v

   

      

 (33) 

 
A escolha dos parâmetros de entrada da rede de 

comutação dispostos em (33) permite reescrever μ. Desta 
forma, substituindo (33) em (12) se chega a: 

 

 
1

, , 1 ( ) .D
D S e

S

i
i v d R d

v



 

  
 

 (34) 

 
Assim, aplicando (34) em (18), se obtém o valor de 

regime da razão de conversão do interruptor: 
 

  1
0 0 0

1 1

1 .DD
D D D D

      
 

 (35) 

 
Avaliando as derivadas parciais dispostas em os ganhos da 

rede de comutação são obtidos: 
 

 
1

2
1

2
d

Dk
D D




 (36) 

 2 1

2

1
2

1 1

( ) 1 .e
S i v

g g

R D DDDk k k
V D D V D D

              

 (37) 

 
A obtenção das equações que descrevem o sistema será 

realizada utilizando-se a Figura 1.a e 1.b, as quais ilustram as 
duas primeiras etapas de operação do conversor ZETA. 
Consideram-se os dispositivos semicondutores ideais. 

Para descrever o comportamento da primeira etapa de 
operação, representada esquematicamente na Figura 1.a, são 
obtidas as seguintes equações, através da aplicação das leis 
de Kirchhoff: 

 

1 1 1

1 1

0 0.

gLm

m

Lo
C Co g

o o o

C Lo

Co
Lo Co

o o

S D

vdi
dt L

di v v v
dt L L L

dv i
dt C

dv i v
dt C C R

v i



   



 

 

 
(38) 

 
As equações que regem a segunda etapa de operação do 

conversor (Figura 1.b), por sua vez, são dadas por: 
  

1 1

.
m o

Lm C

m

Lo Co

o

C Lm

Co
Lo Co

o o

S g C D L L

di v
dt L

di v
dt L

dv i
dt C

dv i v
dt C C R

v v v i i i



 

 

 

   

 
(39) 

 
Reescrevendo (38) em forma matricial se obtém as 

matrizes A1, B1, C1 e E1, apresentadas em (40). O mesmo 
procedimento para (39) produz as matrizes A2, B2, C2 e E2, 
dispostas em (41). 

 

 

1

1
1

1

0 0 0 0
1 11 1 0 00 0

0 0 0 010 0 0
0 0 0 0

1 1 0 00 0

T

m oo o

T

o o

B
L LL L

A
C

C

E
C RC

 
   

    
  

          
 

 
  

 

(40) 

 

 

2

2 2

2

10 0 0

0 0 0 010 0 0
1 1 0 0
0 0 1 01 0 0 0

0 1 .
1 10 0

m
T

o

T

o o

L
B

LA C

C E

C RC

 
 
 

 
           

 
   

 

(41) 

Aplicando as matrizes (40) e (41), bem como (35) em 
(25), obtém-se: 

 

 

0

0 0

0

0 0
0 0

0

0

0 0 0

0 010 0
0 0

0 0 0 0 0

0 .1 10 0

T
m

m o

o o

T

o o

L
B

L L
L LA

C
C C

E
C RC



 


 
 





 
 

  
   

    
            
 

 
 

 

 
(42) 

 
O valor de regime das variáveis de estado é obtido através 

de: 
 

2

1 1 1 1

.

m

o

o

L
T

L g g
g g

C

C

I

I V VD D D DX V V
D DV R R D D

V

 
 

                   
  

 (43) 

 
As matrizes Bs e Es podem agora ser obtidas, substituindo 

(42) e (43) em (25): 
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0

0 0 0 0

1 1 1 0
T

g g g
s

m o

V V V
B

L L RC


   
 

      
 

(44) 
0

0 0 0

1 1 .
T

g
gs

V
VE

R

  

 
      

 

 
É possível agora, após algumas manipulações algébricas, 

obter as matrizes de malha fechada para o MCD (ACL e BCL), 
bem como a matriz de entrada da razão cíclica Bd, dispostas 
em (45). A partir de (31) é possível obter as mais variadas 
funções de transferência do sistema, bastando para tanto a 
definição das variáveis de entrada e saída de interesse e o 
ponto de operação onde se deseja fazer a análise. 

 

 

 

 

   

22 2
00 0

0 02 2
0 0

2 2
0 0 0 0

2
0 0 0

0 0

2
0

0 0
0

( ) ( ) 0

1( ) ( ) 1
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e e
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CL
m o

T
g g g
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m o

R D R D
L L L

R D R D
L L L LA

C C RC

C RC

B
L L RC

V V V
B

D L D L D RC

 

 
 

   

   

 


  
 
 
     
      
 

 
  

 
    

 

 
     

(45) 

 
Define-se a variável de saída por meio da matriz de saída 

Z do sistema, podendo esta ser exatamente a variável de 
estado ou uma combinação linear de uma ou mais variáveis. 
Definida a variável de saída, pode-se obter duas funções de 
transferência. Uma relaciona a saída do sistema e a entrada 
de controle d, enquanto a outra relaciona a saída do sistema e 
a entrada independente vg. Essas funções são obtidas 
negligenciando uma ou outra entrada, obtendo-se: 
 

 

 

1

1

ˆ ( )( ) ˆ( )
ˆ ( )( ) .
ˆ( )

o

o g

o
y d CL d

o
y v CL CL

y sG s Z sI A B
d s
y sG s Z sI A B
u s





  

  

 
(46) 

 
IV.  RESULTADOS 

 
De modo a validar a resposta dinâmica do modelo de 

pequenos sinais desenvolvido neste trabalho para o conversor 
ZETA operando no MCD, foram realizados estudos no 
domínio da frequência e do tempo. Assim, inicialmente o 
diagrama de Bode da tensão de saída com relação a razão 
cíclica (d) foi traçado a partir de Gyod (s), considerando como 
saída a tensão no capacitor (vCo), isto é, a tensão na carga. 
Subsequentemente, o modelo foi submetido tanto a variações 
na razão cíclica do tipo degrau quanto a variações no 
capacitor de filtragem (Co), conforme estabelecido na 
TABELA I. Para realização destes estudos foi desenvolvido 
um algoritmo no software MATLAB®, este algoritmo resolve 
numericamente as equações apresentadas em (46) retornando 

as respectivas funções de transferência e as matrizes da 
equação de estados do espaço de estados (31) (ACL), (BCL) e 
(Bd), descritas em (45). O modelo também foi sujeito a uma 
análise em malha fechada, utilizando para tanto um 
controlador do tipo proporcional no ramo direto, e os 
resultados foram analisados para diferentes valores de ganho. 

Os resultados apresentados foram obtidos no software 
MATLAB® a partir do modelo proposto. Tais resultados 
foram confrontados com resultados de simulação gerados no 
software PSIM® e com a resposta obtida através de vários 
ensaios realizados em um protótipo do conversor ZETA, 
elaborado segundo os parâmetros apresentados na Tabela I. 
 

TABELA I 
Valores dos Componentes Utilizados para a Verificação 

da Resposta ao Degrau do Conversor ZETA 
 
 

Caso Co D R C Lo Lm f Vg 

    1 
 

1,57µF 
  

0,5 
 

170Ω 
 

690nF 
 

23mH 
 

90μH 
 

20kHz 
 

34V. 
 
2 

 
660 nF 

 
 

O protótipo utilizado para a validação do modelo é parte 
de um inversor módulo-integrado de 100W concebido para 
ser utilizado em sistemas de micro geração alimentados por 
painéis fotovoltaicos. Dessa maneira, é projetado para operar 
com característica de fonte de corrente em sua saída. Isso 
confere ao conversor uma baixa capacitância de saída Co e 
uma alta indutância de saída Lo. Esse conversor foi projetado 
para operação no MCD para valores elevados de razão 
cíclica (no caso, até 0,85), com isso, sua indutância de 
magnetização é baixa. 

Na realização física do protótipo, optou-se pela utilização 
de capacitores de polipropileno, propositalmente 
configurados em associação paralela para minimizar os 
efeitos da resistência série equivalente. 

Como interruptores, selecionou-se o MOSFET IRFP460 e 
dois diodos MUR820 associados em paralelo. Esses 
dispositivos são compatíveis com os níveis de tensão e 
corrente a eles aplicados, uma vez que a tensão de saída 
máxima do conversor é de 180 V e sua tensão de alimentação 
é de 34 V. 

O protótipo mostrou-se robusto e os testes indicaram um 
rendimento médio de aproximadamente 88%. O projeto 
completo, bem como especificações detalhadas do protótipo, 
pode ser encontrado em [30].  
 
A. Resposta em Frequência 

O diagrama de Bode do sistema, apresentado na Figura 6, 
foi traçado no MATLAB®, a partir da função de transferência 
Gyo d (s) expressa na primeira das duas equações apresentadas 
em (46) a qual relaciona a tensão de saída do conversor 
estático com a razão cíclica (d).  

Através da resposta em frequência de Gyo d (s) é possível a 
realização de uma análise comparativa entre o desempenho 
do modelo dinâmico desenvolvido, neste trabalho, para o 
conversor ZETA operando no MCD e o comportamento real 
deste conversor. Para avaliar a resposta em frequência real do 
conversor um protótipo de laboratório foi desenvolvido. Este 
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protótipo a sua vez foi excitado através do uso de uma lei de 
variação da razão cíclica dada por: 

 2
( ) 0,5 .

10
bsen f t

d t


   (47) 

Logo d(t) é composto por uma onda senoidal de baixa 
amplitude e frequência variável sobreposto a um nível CC. O 
nível CC é relativo ao ponto de operação em torno do qual a 
linearização do sistema foi realizada. O resultado desta 
análise é apresentado no próprio diagrama de Bode da Figura 
6 com a utilização de pontos dispostos sobre a curva. Os 
resultados foram adquiridos em um protótipo do conversor 
ZETA, cujos componentes são descritos na TABELA II. 

 

 
Fig. 6.  Diagrama de Bode de Gyo d (s). 

 
TABELA II 

Valores dos Componentes Utilizados na Obtenção da 
Resposta em Frequência do Conversor ZETA 

 
 

D R Co C Lo Lm f Vg 
 

0,5 
 

170Ω 
 

820nF 
 

690nF 
 

23mH 
 

90µH 
 

20kHz 
 

34V. 
 
 

Fica claro que o comportamento do protótipo se aproxima 
muito da curva obtida a partir do modelo desenvolvido. 
Notório também observar que, de acordo com o teorema de 
Nyquist, a obtenção da resposta do sistema para frequências 
elevadas ( f /2 ) é comprometida. Para frequências elevadas 
(a partir de 2 kHz) já é possível notar pequenas discrepâncias 
entre o modelo e o resultado obtido à partir do protótipo.  
 
B. Resposta ao Degrau 

Nestes ensaios, a razão cíclica aplicada ao conversor é um 
degrau variando de zero até 50% (ponto de linearização). 
Tanto a tensão de entrada quanto a carga do conversor 
permaneceram em seus valores nominais. 

A seguir são apresentados os resultados relativos a 
resposta ao degrau do sistema em estudo para duas diferentes 
situações (Figura 7 e Figura 8). Buscou-se avaliar o modelo 

considerando diferentes valores para o capacitor de filtragem. 
Contudo, apenas dois casos são apresentados conforme se 
explicita na TABELA I, devido a limitações no tamanho 
deste artigo. As figuras apresentadas exibem resultados 
experimentais do protótipo do conversor ZETA, resultados 
obtidos utilizando simulação no software PSIM®, e 
resultados obtidos a partir do modelo desenvolvido para o 
conversor ZETA operando no modo de condução 
descontínuo empregando o software MATLAB®. Visando 
facilitar a análise comparativa dos resultados, os mesmos 
estão sobrepostos em cada uma das figuras apresentadas. Em 
todos os casos, a linearização foi realizada utilizando o ponto 
de operação D = 0,5. As respostas ao degrau para o modelo 
do conversor em estudo foram obtidas considerando-se como 
saída do sistema a tensão no capacitor de saída, i.e.: 

 

 

ˆˆ ˆ

ˆ ˆ0 0 0 1
CL d

o

x A x B d

y x

  




 (48) 

onde: 
ˆ ˆˆ ˆ ˆ .

m o

T

L L C ox i i v y     (49) 
 
 

 
Fig. 7.  Resposta ao degrau. Caso 1. 
 

 

 
 

Fig. 8.  Resposta ao degrau. Caso 2. 
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Os excelentes resultados obtidos em ambas as situações 
indicam que o modelo apresentado é bastante representativo 
do comportamento dinâmico do conversor ZETA operando 
no MCD.  

A Figura 9 apresenta simulações do comportamento 
dinâmico da tensão de saída frente a pequenas perturbações 
na razão cíclica em torno de um ponto de operação. Nesta 
simulação, a razão cíclica inicialmente aplicada ao conversor 
é de 50%, e o mesmo encontra-se em regime permanente. 
Em 4ms, a razão cíclica é alterada para 55%. Em 6ms, a 
razão é novamente alterada para 45%. Neste ensaio, tanto a 
tensão de entrada quanto a carga do conversor permaneceram 
em seus valores nominais. Tais resultados foram obtidos 
utilizando os valores de componentes apresentados na 
Tabela II. Os resultados apresentados evidenciam a acurácia 
e a precisão do modelo. 

Como será mostrado na próxima seção, o modelo 
comportou-se de maneira satisfatória, mesmo não levando 
em consideração a resistência série equivalente (RSE) dos 
elementos do circuito. A inserção da RSE no modelo, no 
entanto, pode ser realizada quando da modelagem das etapas 
de funcionamento, bastando acrescentá-los aos circuitos da 
Figura 1.a e Figura 1.b. 
 

Tensão na saída 
do conversor 

(yo)

Detalhe ampliado da 
tensão na saída do 

conversor (yo)

PSIM
MATLAB
d (t) em %

d (t) em %

 
Fig. 9.  Comportamento frente a pequenas perturbações em d(t). 
 
C. Resposta em Malha Fechada 

Os resultados da análise em frequência e da resposta ao 
degrau, até então apresentados, são sólidos, porém são 
incompletos. Para de fato validar um modelo dinâmico 
desenvolvido para o projeto de controladores é fundamental a 
análise do mesmo em sistemas realimentados. Dessa maneira 
foram realizadas simulações do modelo no MATLAB®, e os 
resultados dessa análise foram comparadas com um circuito 
equivalente simulado no software PSIM®. A Figura 10 
apresenta o diagrama de blocos para os testes em malha 
fechada. 

O sistema inicialmente foi submetido a um sinal de 
referência do tipo degrau, de maneira a se almejar a obtenção 
de uma tensão de 50 V na saída do conversor. Após a 
estabilização, uma pequena variação foi imposta ao sinal de 
referência (10%), dessa maneira foi possível observar o 
comportamento da saída do sistema em malha fechada frente 
a pequenas variações do sinal de referência.  

O sistema foi submetido à três distintos valores de ganho 
do controlador (K = 0,1; K = 0,5 e K = 1) para possibilitar 
um estudo comparativo da localização dos polos em malha 
fechada do modelo e do conversor. Os valores dos 
componentes empregados nessa análise são os mesmos da 
Tabela II. Como sensor foi utilizado um divisor de tensão 
cujas resistências assumem os valores de 10 kΩ e 560 Ω. As 
respostas do sistema considerando os três valores de K 
podem ser observadas nas Figuras 11, 12 e 13.  

 

Sinal de 
Referência

KPWM

Conversor ZETA

 
Fig. 10.  Diagrama de blocos do sistema em malha fechada. 
 

Tensão na saída do 
conversor (yo)

Detalhe ampliado do 
transitório em yo
para t = 0,01 s PSIM

MATLAB

PSIM
MATLAB

 
Fig. 11.  Resposta em malha fechada para K = 0,1. 
 

PSIM
MATLAB

PSIM
MATLAB

Tensão na saída do 
conversor (yo)

Detalhe ampliado do 
transitório em yo
para t = 0,01 s 

 
Fig. 12.  Resposta em malha fechada para K = 0,5. 
 

É evidente a presença de elevado erro em regime 
permanente, uma vez que a tensão de saída não se aproximou 
dos 50 V acima mencionados. Tal comportamento era 
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previsível, uma vez que, para obtenção de valores de erro de 
regime permanente pequenos, o valor do ganho K do 
controlador proporcional deve ser elevado. Contudo, a 
medida que se elevava o ganho do controlador a amplitude 
das oscilações crescia. Desta forma, como o objetivo desta 
seção é o estudo e a validação do modelo proposto em malha 
fechada, optou-se por empregar valores de K reduzidos, sem, 
entretanto, resultar em perda da generalidade dos resultados 
obtidos. 

PSIM
MATLAB

PSIM
MATLAB

Tensão na saída do 
conversor (yo)

Detalhe ampliado do 
transitório em yo
para t = 0,01 s

 
Fig. 13.  Resposta em malha fechada para K = 1. 

 
Analisando estas figuras, fica claro que o modelo se 

comporta de maneira muito satisfatória, a despeito da 
pequena diferença entre a resposta do modelo e a simulada, 
perceptível na Figura 13. Porém, tal discrepância já havia 
sido notada utilizando o diagrama de bode, uma vez que a 
frequência de oscilação da resposta é alta (aproximadamente 
2 kHz). Ressalta-se ainda que, a exemplo dos ensaios 
anteriores, tanto a tensão de entrada quanto a carga do 
conversor permaneceram em seus valores nominais. 

 
D. Comportamento Médio das Variáveis de Estado 

Apenas a tensão na capacitância de saída fora observada 
até este momento, porém, é importante avaliar o 
comportamento das outras variáveis de estado frente a 
alterações na razão cíclica. Para comprovar a eficácia do 
modelo de pequenos sinais, a Figura 14 apresenta a corrente 
no indutor de saída e a tensão no capacitor de acoplamento. 
Nesta figura, estão sobrepostos o resultado obtido a partir do 
modelo e o resultado de simulação do conversor, 
considerando uma pequena variação na razão cíclica. 

É notório que a característica transitória da tensão no 
capacitor de acoplamento comprova a presença de zeros no 
semiplano direito, uma vez que a tensão neste componente, 
antes de diminuir, sofre um ligeiro aumento (este fenômeno 
pode ser verificado através de uma atenta observação da 
Figura 14 no instante 2 ms). Sendo este comportamento 
típico de sistemas de fase não-mínima. 

A Figura 14 atesta que o modelo pode ser utilizado no 
desenvolvimento, por exemplo, de um observador de estados 
de Luenberger para a concepção de um controlador por 
realimentação de estados com apenas um sensor. Além disso, 
o modelo pode ser empregado para o desenvolvimento de 
técnicas de controle robusto utilizando desigualdades 

matriciais lineares (do inglês Linear Matrix Inequalities — 
LMIs). 

De fato, o modelo representa o comportamento médio do 
conversor em um intervalo de comutação, conforme prevê a 
técnica SSAMA.  

 
Fig. 14.  Corrente no indutor de saída (esquerda) e tensão no 
capacitor de acoplamento (direita). 
 

V.  CONCLUSÕES 
 

Este trabalho apresentou a modelagem dinâmica de 
pequenos sinais do conversor ZETA operando no MCD. 
Primeiramente, a técnica utilizada para obtenção do modelo 
(generalização do modelo médio do interruptor) foi 
detalhadamente discutida e aplicada ao conversor, e um 
modelo dinâmico de pequenos sinais no espaço de estados 
foi obtido. Da representação no espaço de estados, a função 
de transferência que relaciona a tensão de saída e a razão 
cíclica foi determinada. Ensaios laboratoriais e simulações 
foram realizados de maneira a validar o modelo aqui 
apresentado. 

No que se refere ao comportamento do modelo de 
pequenos sinais do conversor ZETA, pode-se facilmente 
verificar que o modelo de pequenos sinais apresenta zeros de 
fase não-mínima, resultando no significativo atraso de fase 
verificado no diagrama de Bode. A característica transitória 
da tensão no capacitor de acoplamento reforça essa 
conclusão. Além disso, o modelo apresentou um polo rápido 
devido ao valor reduzido da indutância de magnetização, 
característico da operação no MCD. Apesar da presença de 
um polo real mais lento, nota-se que a dinâmica dominante é 
causada pelo filtro LC presente no estágio de saída desse 
conversor. 

A precisão do modelo não foi comprometida pela 
ausência, na modelagem, de elementos parasíticos, em 
especial das resistências série equivalentes dos indutores e 
dos capacitores. Porém, os autores sugerem como trabalho 
futuro o desenvolvimento de um modelo que inclua tais 
elementos. 

Com base nos excelentes resultados obtidos em ensaios 
experimentais e computacionais de resposta ao degrau e no 
domínio da frequência, não há dúvidas de que o modelo de 
pequenos sinais desenvolvido representa de forma precisa o 
comportamento dinâmico do conversor ZETA no MCD. O 
comportamento do modelo em malha fechada também 
confirmou a sua eficácia. 

O modelo comportou-se satisfatoriamente mesmo quando 
submetido a excitações de grande amplitude no sinal de 
entrada de controle (0 < d(t) < 0,5). Assim sendo, o modelo 
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se apresenta como uma valiosa ferramenta para o projeto de 
controladores para o conversor ZETA operando no MCD, 
possibilitando a utilização de ferramentas específicas para o 
projeto de compensadores, como por exemplo o MATLAB®. 

Com o final desta etapa, inicia-se uma nova, na qual o 
modelo será empregado para o projeto de controladores no 
domínio da frequência e também no domínio do tempo 
utilizando a representação no espaço de estados médio. 
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