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RESUMO Sistemas de Geração Distribuída são formados pela conexão de diversos elementos como
conversores de energia, inversores, filtros, entre outros, que são projetados individualmente para garantir
estabilidade e desempenho. Devido à interação entre os elementos conectados, o sistema pode se tornar
instável ou oscilatório. A literatura relaciona esse problema ao comportamento de Carga de Potência
Constante de conversores operando em malha fechada. Entretanto, este trabalho demonstra que o problema
de instabilidade nesse tipo de sistema pode estar relacionado com incertezas presentes na planta e suas
interações. Utilizando um estudo de caso que formado por um filtro de entrada LC conectado em cascata
com um conversor Buck com um compensador na tensão de saída e, por meio do critério de Middlebrook,
identificou-se que o sistema em cascata é instável, e através do Teorema do Elemento Extra mostrou-se
que isso é devido a presença de dinâmicas não modeladas. Assim, pelo fato de controladores clássicos do
tipo PID não garantirem, em muitos casos, a estabilidade, em sistemas conectados em cascata, este artigo
propõe um controlador híbrido robusto PID-MRAC. Nesse controlador, a saída do PID é responsável por
manter o adequado desempenho transitório e a ação MRAC é responsável pela robustez em relação às
incertezas estruturadas e não estruturadas.
PALAVRAS-CHAVE Controle Adaptativo, Estabilidade, Geração Distribuída, Incertezas, Sistema em Cascata.

Robust Hybrid PID-MRAC Controller Applied to Cascade-Connected DC-DC Converters

ABSTRACT Distributed Generation Systems are formed by the connection of various elements such as
energy converters, inverters, filters, among others, which are individually designed to guarantee stability
and performance. Due to the interaction between connected elements, the system may become unstable
or oscillatory. The literature relates this problem to the Constant Power Load behavior of converters
operating in closed loop. However, this work demonstrates that the problem of instability in this type
of system may be related to uncertainties present in the plant and its interactions. Using a case study
that consisted of an LC input filter connected in cascade with a Buck converter with a compensator in
the output voltage and, through the Middlebrook criterion, it was identified that the cascaded system is
unstable, and through the Extra Element Theorem showed that this is due to the presence of unmodeled
dynamics. Thus, because classical PID controllers do not guarantee, in many cases, stability in cascaded
systems, this article proposes a robust PID-MRAC hybrid controller. In this controller, the output of the
PID is responsible for maintaining adequate transient performance and the MRAC action is responsible for
robustness in relation to structured and unstructured uncertainties.
KEYWORDS Adaptive Control, Cascade System, Distributed Generation, Stability, Uncertainties.

I. INTRODUÇÃO

Devido à grande diversidade e aumento de sistemas dis-
tribuídos de energia elétrica, integrando e interconectando
diferentes subsistemas de geração, dentre eles: painéis solares,
turbinas eólicas, sistemas de armazenamento de energia,
células a combustíveis, conversores estáticos e filtros, tem
havido um grande interesse no estudo de métodos de análise
e de projetos destes complexos sistemas [1].

Vale ressaltar que, em função da complexidade e da diver-
sidade na composição de um sistema GD, a integração dos
subsistemas via conexões em cascata, paralelo, híbridas, entre
outras [2], ocorre somente após cada elemento ser projetado
separadamente de forma a garantir a sua estabilidade e um
desempenho individual satisfatório. Devido à interação entre
os elementos distintos conectados, inclusive de diferentes
fabricantes, o sistema pode se tornar instável ou oscilatório.
Na literatura [3], [4] esse problema é associado aos efeitos
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de elementos que se comportam como cargas de potência
constante (CPL – Constant Power Loads) que são alimentados
por uma fonte de tensão não ideal, onde a impedância de
saída é maior que −|Z| em magnitude [4].

O comportamento CPL é típico de conversores do tipo
fonte de tensão (com saída regulada em tensão), e possui uma
relação não linear entre corrente e tensão. A corrente drenada
aumenta/diminui em função da diminuição/aumento da tensão
de entrada, garantindo que a potência permaneça constante,
além de gerar um comportamento de impedância negativa
−|Z|, que tende a diminuir o amortecimento do sistema. Diante
disso, para que a estabilidade de um sistema acoplado seja
garantida, a carga resistiva negativa deve ser alimentada por
uma fonte de tensão ideal, com baixa impedância de saída [4].
Diante deste problema, torna-se imprescindível analisar a
estabilidade do sistema interconectado, o que pode ser feito
aplicando-se o critério de Middlebrook [5].

Através da análise de estabilidade do sistema interconec-
tado, pode-se encontrar a causa da instabilidade no sistema e,
assim, buscar uma solução adequada. Diferente do que trata a
maioria dos trabalhos encontrados na literatura [3], [4], [6], o
problema da estabilidade também pode estar relacionado com
dinâmicas não modeladas, oriundas do acoplamento entre os
sistemas. Isso pode ser confirmado utilizando o Teorema do
Elemento Extra (TEE) [7], desenvolvido por Middlebrook,
que demonstra como a adição de um novo elemento no
sistema original afeta a sua dinâmica.

Para resolver o problema de estabilidade em sistemas
interligados algumas soluções via técnicas de controle foram
desenvolvidas [6], [8], mas a grande maioria é baseada
em que o problema da estabilidade está relacionado ao
comportamento de −|Z| de alguns elementos. Assim, esses
métodos podem não ser apropriados para todos os pontos
de operação do sistema, como também podem apresentar
um desempenho insatisfatório. Logo, podemos chegar a uma
solução mais assertiva via métodos de controle ao relacionar
que o problema de estabilidade está relacionado a dinâmicas
não modeladas (incertezas não estruturadas). Se isso for
considerado, pode-se concluir que o uso de técnicas de
controle robusto irão manter o sistema acoplado estável para
uma faixa de pontos de operação.

Frente ao exposto, este trabalho apresenta a análise da
estabilidade através do critério de Middlebrook para um
estudo de caso que é um sistema em cascata formado por
um filtro LC que compõem o estágio fonte (EF) conectado
a um conversor Buck controlado em tensão que constitui o
estágio carga (EC) (Figura 1), que se demonstra instável para
diferentes pontos de operação. Por meio do TEE mostrou-se
que o problema de estabilidade está relacionado a presença
de dinâmicas não modeladas oriundas do acoplamento entre
conversor e filtro. Apresenta-se que o controlador clássico
do tipo PID utilizado não é capaz de manter o sistema
acoplado estável, mesmo para diferentes projetos. Assim, um
controlador adaptativo MRAC [9], [10], [11], [12], [13] é uti-
lizado para solucionar o problema de estabilidade, mas o seu
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FIGURA 1. Sistema em cascata composto por um conversor Buck e um filtro
de entrada LC utilizado como estudo de caso.

desempenho transitório não foi adequado, devido ao processo
de adaptação lento, quando ocorrem variações paramétricas
na planta. Neste sentido, para obter um compromisso entre
estabilidade e rápida resposta transitória, em conversores
conectados em cascata, este trabalho propõe um controlador
adaptativo híbrido, o qual é composto pelo controlador MRAC
(Model Reference Adaptive Controller) em conjunto com o
compensador PID clássico.

II. DEFINIÇÃO DO PROBLEMA
O conversor Buck possui os seguintes parâmetros: Po =

150 W, CB = 100 µF, LB = 100 µH, RL = 1,5Ω, fsw = 30 kHz,
vin = 60 V e vo = 15 V. Já o filtro LC tem: L f = 522 µH,
rL f = 0,06Ω, C f = 41,16 µF e rC f = 0,12Ω.

A. Modelo do Estágio Fonte
Determina-se a FT da impedância de saída Zo,F(s) do Filtro
LC, para utilizá-la na análise da estabilidade. Para determinar
Zo,F(s) utilizou-se o teorema de Thevenin em conjunto com
a transformada de Laplace. Desse modo, chega-se em

Zo,F(s) =
rL f + s(L f +C f rL f rC f ) + s2C f L f rC f

1 + sC f (rL f + rC f ) + s2C f L f
. (1)

B. Modelo e Controle do Estágio Carga
O modelo do conversor Buck foi obtido por meio da técnica
do modelo médio [14], e por meio da transformada de Laplace,
obteve-se as seguintes funções de transferência (FT)

Gvd,C(s) =
RLVbus

CBLBRLs2 + LBs + RL
(2)

Gvg,C(s) =
RLD

CBLBRLs2 + LBs + RL
(3)

Zo,C(s) = −
LBRLs

CBLBRLs2 + LBs + RL
(4)

Zin,C(s) =
CBLBRLs2 + LBs + RL

D2(CbRLs + 1)
(5)

Gibusd,C(s)=ILoad +
Vbus

RL
+

VbusD(CbRLs + 1)
CbLbRLs2+Lbs + RL

(6)

em que, Gvd,C(s), Gvg,C(s), Zo,C(s), Zin,C(s) e Gibusd,C(s) são
respectivamente as FT da tensão de saída v̄o por d̄, da
tensão de saída pela tensão de entrada, impedância de saída,
impedância de entrada e da corrente ībus pela razão cíclica.
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Os pontos de equilíbrio utilizados foram Xeq,C = [iL,B vo]′ =
[5A 15V] e Yeq,B = [ibus,C vo iL,C]′ = [2, 5A 15V 10A]. A
FT da impedância de entrada em malha fechada Zin,C,MF(s)
é necessária para a análise da estabilidade. Desse modo
Zin,C,MF(s) é definida por

Zin,C,MF(s)=
Zin,C(s)(1+Tv,C(s))

1+Tv,C(s)−Zin,C(s)Gibusd,C(s)Tvg,C(s)
(7)

sendo, Tv,C e Tvg,C os ganhos em malha aberta do EC
definidos

Tv,C(s) = S (s)Gc,n(s)GM(s)Gvd,C(s) (8)

Tvg,C = Gc,n(s)S (s)Gvg,C(s)GM(s) (9)

em que, Gc(s) é a FT do controlador de tensão, n é o índice
do projeto do controlador apresentado na seção seguinte,
S (s) = 1 é a FT do sensor de tensão e GM(s) = 1 é a FT
do modulador PWM. Assim, com a função de transferência
Gvd,C(s) foi possível projetar compensador clássico do tipo
PID que é representado por

Gc(s) = K
(s + z1)(s + z2)

s(s + p1)
(10)

em que, K, z1, z2 e p1 representam respectivamente, o
ganho DC, zeros e polo. Foi especificado um rastreamento
assintótico para entradas constantes e distúrbios do tipo
degrau, uma margem de fase com aproximadamente 60◦

e uma frequência de cruzamento (por 0dB) de fc,1 = 5kHz.
Assim foram definidos os seguintes parâmetros para GC(s),
K = 0, 4103, z1 = 5052, z2 = 1884 e p1 = 7, 035 × 104.

C. Análise da Estabilidade e Origem do Problema
Na Figura 2.a é apresentado o diagrama de Bode da
comparação entre as impedâncias de saída do EF Zo,F(s) e de
entrada em malha fechada do EC Zin,C,MF(s), Zin,C,MF,%50(s)
frente a uma variação na carga de −50% (Po = 150 W para
Po = 75 W) e +50% (Po = 150 W para Po = 225 W)
Zin,C,MF,%150(s).

O critério de Middlebrook [5] define que um sistema será
estável quando ||Zin,C,MF(s)|| for maior que ||Zo,F(s)|| para todo
o espectro de frequência. Assim, na Figura 2 é apresentada
a análise da estabilidade do sistema em cascata pelo critério
de Middlebrook. Pode-se ver que ||Zin,C,MF(s)|| intersepta a
||Zo,F(s)||, a não ser quando Po = 75W. Para esse ponto de
operação ||Zin,C,MF(s)|| é maior que ||Zo,F(s)|| em todo espectro.
Assim, pode-se concluir que o sistema em cascata é instável
quando o EC é controlado por GC(s), a não ser quando
Po = 75W ou menor.

Por meio do critério de Middlebrook nada pode ser dito
sobre a estabilidade do sistema em cascata para os casos
em que o critério é desrespeitado, ou seja, sistema pode ser
estável ou instável. Para esses casos pode-se aplicar o critério
de Nyquist em TGLM(s) = Zo,F(s)/Zin,C,MF(s) [3], [15]–[19].
O contorno de Nyquist do TGLM(s) e TGLM,150%(s), ilustrado
pela Figura 2.b, circunda duas vezes o ponto (−1, 0), e como
não possuem polos no semiplano direito, pelo critério de
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FIGURA 2. Análise da estabilidade do sistema em cascata considerando GC (s)GC (s)GC (s).
(a) Critério de Middlebrook. (b) Contorno de Nyquist.

Nyquist o sistema em cascata é instável para RL = 1, 5 e
RL = 1. Já o contorno de Nyquist de TGLM,50%(s) não circunda
o ponto (−1, 0) e não possui polos no semiplano direito, sendo
assim o sistema em cascata é estável para o caso de RL = 3.
Conclui-se que conforme a potência na carga aumenta o
problema da estabilidade aumenta.

Para determinar a origem do problema aplicou-se o
Teorema do Elemento Extra (TEE) [7] na FT Gvd,C(s), já
que é utilizada para o projeto do controlador. Desse modo,
por meio do TEE tem-se o modelo do sistema acoplado (em
cascata)

Gvd,∆(s) = (Gvd,C |zo(s)=0)

(
1 +

Zo(s)
ZN(s)

)
(
1 +

Zo(s)
ZD(s)

) (11)

em que, Gvd,C |zo(s)=0 é a função de transferência original
do conversor Buck, ZD(s) = Zin,C(s) e Zo(s) = Zo,F(s). A
grandeza ZN(s) é igual a impedância de entrada do estágio
carga sob a condição de que o controlador por realimentação
opere idealmente, ou seja, que varie d̄(s) de maneira ilimitada
para manter v̄o igual a zero. A expressão de ZN(s) foi retirada
de [14], e para o conversor Buck é dada por ZN(s) = −RL/D2.
(11) revela que com a conexão do filtro LC ao conversor
Buck, a função de transferência é modificada pelo fator de
correção

∆vd(s) ≜

(
1 +

Zo(s)
ZN(s)

)
(
1 +

Zo(s)
ZD(s)

) . (12)

A expressão expandida de (12), usando as equações
mostradas previamente, é apresentada em (13).
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∆vd=

(CBLBRL s2+LBs+RL)
(
(CF LS RL−CF D2LFrCF )s2+(CFRL(rLF+ rCF )−D2(LF+CFrLFrCF )s+RL − D2rLF

)
(CBCF LBLFR2

L)s4+RL(CBCF LFRLrCF D2+CF LBLF+CBCF LBRL(rLF+rCF ))s3+RL(CBLBRL+CF LFRL

+CF LB(rLF+rCF )+CF D2LFrCF+CBD2RL(LF+CFrLFrCF ))s2+RL(LB+CFRL(rLF+rCF )+CBD2RLrLF

+D2(LF+CFrLFrCF ))s+RL(rLF D2+RL)

(13)

Pode-se ver na Figura 3 como as dinâmicas de Gvd,C(s)
são alteradas por ∆vd(s), mostrando que o problema de esta-
bilidade do sistema em cascata é originado pelo surgimento
de dinâmicas não modeladas oriundas do acoplamento dos
sistemas. Como o controlador utilizado no EC não é capaz
de rejeitar esse tipo de incerteza, o sistema se torna instável.
Assim, a questão do problema de controle é resumida da
seguinte maneira: o projetista desconhece o EF e modela
apenas o conversor Buck (EC). Deste modo, as dinâmicas não
modeladas surgem da interação entre o EF e o EC, que pode
ser expresso pelo TEE, representado de maneira expandida
em (13).

FIGURA 3. Comparação entre os diagramas de Bode de Gvd,C (s)Gvd,C (s)Gvd,C (s), ∆vd(s)∆vd(s)∆vd(s) e
Gvd,∆(s)Gvd,∆(s)Gvd,∆(s).

III. SOLUÇÃO PROPOSTA
Pela análise da estabilidade realizada na Seção C, mostrou-se
que o sistema em cascata se torna instável para alguns pontos
de operação quando o EC é controlado por GC(s) (Controlador
PID). Viu-se que a causa do sistema em cascata se tornar
instável é devido à presença de dinâmicas não modeladas,
conforme (13), que surgem devido ao acoplamento do EF
com o EC. Como o PID utilizado no EC não é capaz de lidar
com incertezas optou-se por utilizar um controlador MRAC, o
qual oferece robustez para variações paramétricas (incertezas
estruturadas) e dinâmicas não modeladas (incertezas não
estruturadas).

O controlador MRAC é aquele em que o comportamento
dinâmico do sistema em malha fechada é, idealmente, idêntico
ao de um modelo de referência Wm(s) escolhido, de modo
que o sinal de saída y(t) da planta siga o sinal de saída ym(t)
do respectivo modelo de referência. Ou seja, as especificações

de desempenho do controlador são definidas por uma função
de transferência pré-definida (Wm(s)), considerando um certo
sinal de referência de entrada r(t). A partir das variáveis de
entrada u(t) e saída y(t) da planta G(s), calcula-se um vetor
de parâmetros θθθ(t) de tal modo que o erro de rastreamento
e1(t) seja minimizado. Assim, deseja-se que a resposta y(t) da
planta siga a resposta ym(t) do modelo de referência Wm(s).
A estrutura da técnica MRAC implementada é descrita na
Figura 4 e é semelhante ao apresentado por [20].

Controlador

MRAC

Planta

G svd,C( )

Mecanismo de

adaptação dos ganhos

uM

r
y

q

+

- e1

ym
Modelo de Referência

W sm( )

FIGURA 4. Estrutura do controlador MRAC.

Logo, a ação de controle do MRAC é expressa por

uM(t) = θθθT (t)ωωω(t) (14)

em que ωωω(t) = [ωωωT
1 (t);ωωωT

2 (t); y(t); r(t)]T , e ωωωT
1 (t), ωωωT

2 (t) ∈
Rnp−1. O vetor de ganhos θθθ(t) = [θT

1 (t); θT
2 (t); θy(t); θr(t)], e

θ1(t), θ2(t) ∈ Rnp−1, em que np é a ordem da planta. A
atualização dos estados ωωω1(t) e ωωω2(t) é realizada através da
seguintes equações

ω̇ωω1(t) = Fω1(t) + quM(t) (15)

ω̇ωω2(t) = Fω2(t) + qy(t) (16)

em que, o par (F, q), escolhido pelo projetista, é controlável,
F ∈ Rnp−1×np−1 e q ∈ Rnp−1.

A lei de adaptação de parâmetros (ou ganhos adaptativos),
do tipo gradiente, baseada em [20], foi escolhida devido
a sua facilidade de implementação computacional e bom
desempenho em termos de convergência. A sua formulação
em tempo contínuo é dada por

θ̇θθ(t) =
−ΓΓΓζζζ(t)ϵ1(t)sign(ρ∗)

m2(t)
(17)

em que, ΓΓΓ = ΓΓΓT > 0 é o ganho de adaptação, ρ∗ é a divisão
entre os ganhos de alta frequência do modelo de referência e
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da planta, sign(.) representa a função sinal e m2(t) = 1 +
ζζζT (t)ζζζ(t) é o normalizador, responsável pela robustez do
sistema de controle adaptativo. Já, ϵ1(t) é o erro aumentado
definido por

ϵ1(t) = e1(t) + θθθT (t)ζζζ(t) −Wm(s)(θθθT (t)ωωω(t)) (18)

sendo que Wm(s)(θθθT (t)ωωω(t)) representa a filtragem do sinal
escalar θθθT (t)ωωω(t) pelo modelo de referência Wm(s), e1(t)
representa o erro de rastreamento definido por

e1 = y(t) − ym(t) (19)

e por fim, tem-se ζζζ(t) = Wm(s)Iωωω(t).

A. Estrutura do Controlador Híbrido Proposto
O controlador MRAC apresentado na seção anterior, apesar
de estabilizar a planta, não apresenta um bom desempenho
transitório para referências constantes, devido à ausência de
sinais persistentemente excitantes. Desse modo, é proposto o
uso de um controlador Híbrido e sua estrutura é apresentada
na Figura 5, o qual faz uso da soma das ações de controle
do compensador PID GC(s) com o MRAC uM(s). Assim, a
ação de controle é definida por

uH(t) = δMuM(t) + δPuP(t). (20)

É importante destacar que δM e δP devem ser ponderações
convexas, ou seja, δP + δM = 1 de modo a não alterar os
ganhos dos controladores PID e MRAC, em que, δM é o peso
dado para ação de controle adaptativo, δP é o peso dado ao
controlador PID e uP é definido, idealmente, por

uP(t) = [KpeP(t) + Ki

∫
eP(t)dt + Kd

deP(t)
dt

] (21)

no qual, Kp, Ki e Kd definem, respectivamente, os ganhos
proporcional, integral e derivativo, e eP é o erro calculado
para o controlador PID representado pela seguinte equação

eP(t) = ym(t) − y(t). (22)

O formato de implementação do controlador PID em tempo
discreto é apresentado na próxima seção.

Quanto maior for δM , maior será a robustez do sistema, no
entanto pior será a resposta transitória. E quanto maior δP,
melhor será a resposta transitória, porém o sistema perderá
robustez. Assim, um compromisso entre robustez e resposta
transitória deve ser atendido, a partir de uma escolha adequada
do par δM e δP.

Vale ressaltar que o controlador PID é responsável por agir
nas altas frequências, dando rapidez ao controlador híbrido. Já,
o controlador MRAC deve atuar nas baixas frequências, sendo
responsável pela robustez do sistema de controle. Desse modo,
pode-se fazer projetos independentes dos dois controladores.

IV. ANÁLISE DA ESTABILIDADE DO CONTROLADOR
HÍBRIDO EM TEMPO DISCRETO
Nesta seção é desenvolvida a análise da estabilidade do
controlador híbrido em tempo discreto considerando as
incertezas não modeladas. Com isso, busca-se entender como

Controlador

MRAC

Planta

G svd,C( )

Mecanismo de

adaptação dos ganhos

uM
r

y

+

-
e1

ym
Modelo de Referência

W sm( )

G (s)C

+

-

eP

uH

uP

dM

dP

FIGURA 5. Diagrama do controlador híbrido PID-MRAC.

as incertezas afetam a estabilidade do sistema quando se
utiliza o controlador híbrido. Adicionalmente, restrições de
projeto são obtidas diretamente em tempo-discreto.

Desse modo, seja uma planta de fase mínima Gp(z) de
ordem np com grau relativo ≥ 1

Gp(z) =
y(z)

uH(z)
= kp

Zp(z)
Rp(z)

(23)

considerando o seguinte modelo de referência estável

Wm(z) =
ym(z)
r(z)

= km
Zm(z)
Rm(z)

(24)

com grau relativo igual ao da planta Gp(z). Os ganhos kp e
km são os ganhos de alta frequência.

A ação de controle híbrida é expressa por

uH(k) = δMθ
T (k)ω(k)

+δP[Kpep(k)+Ki
∑k

0 ep(k)+Kd(ep(k)−ep(k − 1))]
(25)

em que ω(k)=
[
ωT

1 (k);ωT
2 (k); y(k); r(k)

]T
, e ωT

1 , ωT
2 ∈ R

np−1 .

O vetor de ganhos θ(k)=
[
θT

1 (k); θT
2 (k); θy(k); θr(k)

]T
, e θT

1 (k),
θT

2 (k) Rnp−1 .
A atualização dos estados ω1(k) e ω2(k) é realizada através

das seguintes expressões

ω1(k + 1) = Fdω1(k) + qduH(k) (26)

ω2(k + 1) = Fdω2(k) + qdy(k) (27)

em que ω1(0) = 0, ω2(0) = 0, Fd = I + FT e qd = qT . O par
(Fd.qd) é controlável, Fd ∈ R

np−1×np−1 e qd ∈ R
np−1. A lei de

adaptação escolhida é expressa por

θ(k + 1) = θ(k) − T
Γζ(k)ϵ1,∆(k)sign(ρ∗)

m2(k)
(28)

em que a forma computável do erro aumentado é ϵ1,∆(k) e
m2(k) = 1 + ζT (k)ζ(k).

Para definir o erro aumentado, em tempo discreto, con-
siderando as incertezas não estruturadas, basta somar a parcela
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de incertezas a (102), vide Apêndice, chegando em

ϵ1,∆(k) = δM θ̃
T (k)ζ(k) + µη(k) (29)

em que µ representa o peso da incerteza e η(k) representa o
sinal de saída da dinâmica não modelada, ou seja

η = ∆(z)u (30)

em que, ∆(z) é definido por [21]

∆(z) = −Wm(z) f1(z)∆m(z) −Wm(z)θ∗−1
r ∆m(z). (31)

Para analisar a estabilidade do sistema de controle híbrido,
define-se a seguinte candidata a função de Lyapunov

V(k) =
1
2
θ̃T (k)Γ−1θ̃(k) (32)

em que θ̃(k) = θ(k) − θ∗ é o erro paramétrico, ou erro de
adaptação de parâmetros. Determinando a variação finita
de (32), tem-se

∆V(k) = V(k + 1) − V(k) =
1
2
θ̃T (k + 1)Γ−1θ̃(k + 1) −

1
2
θ̃(k)Γ−1θ̃(k).

(33)

Logo, considerando sign(ρ∗) = 1, e ϵ1,∆(k) que é a forma
não computável do erro aumentado considerando as incertezas
utilizada para a prova de estabilidade, e subtraindo θ∗ de
ambos os lados de (28) pode-se escrever o erro paramétrico
da seguinte forma

θ̃(k + 1) = θ̃(k) − T
Γζ(k)(δM θ̃

T (k)ζ(k) + µη(k))
m2(k)

. (34)

A transposta de (34) é

θ̃T (k + 1) = θ̃T (k) − T
ζT (k)Γ(δM θ̃

T (k)ζ(k) + µη(k))
m2(k)

(35)

substituindo (34) e (35) em (33), tem-se

∆V(k) = −
TδM(θ̃T (k)ζ(k))2

m2(k)

+
1
2

T 2δ2M(θ̃T (k)ζ(k))2ζT (k)Γζ(k)
m4(k)

+µ
[
−

T
2

(
θ̃T (k)ζ(k)

m(k)
+
η(k)
m(k)

)2

+
T
2

(
η2(k)
m2(k)

)
+

T
2

(
θ̃T (k)ζ(k)

m(k)

)2

+
µT 2

2

(
η(k)
m(k)

)2
ζT (k)Γζ(k)

m2(k)

]
.

(36)

Assim, para que ∆V(k) < 0 devem-se garantir as seguintes
condições: T e µ são suficientemente pequenos, η2(k)/m2(k)
seja limitado, ou seja, m2(k) deve ser robusto em relação as
dinâmicas não modeladas, representadas pelo sinal η(k) (30).
No entanto, a análise detalhada do limite superior de µ não
faz parte do escopo deste trabalho. Na próxima subseção,
a análise de (36) é realizada, de maneira simplificada,
adicionando um fator de segurança para tornar o projeto
do controlador mais conservador.

A. Restrições de Projeto em Tempo Discreto
Nesta seção, obteremos, inicialmente, restrições de projeto
sem considerar as incertezas não estruturadas. Assim, fazemos

µ = 0, desse modo, de (36) tem-se

−
TδM(θ̃T (k)ζ(k))2

m2(k)
+

1
2

T 2δ2M(θ̃T (k)ζ(k))2ζT (k)Γζ(k)
m4(k)

< 0.

(37)
Simplificando (37), tem-se

2
T
> δM

ζT (k)Γζ(k)
m2(k)

. (38)

Assim, (38) é uma restrição de projeto para garantir a
estabilidade do sistema de adaptação de parâmetros. No
entanto, deve-se escolher um sinal de normalização m2. Com
o sinal de normalização m2(k) = 1 + ζT (k)ζ(k), e Γ = γI,
considerando um ganho escalar γ > 0, em (38), tem-se a
seguinte equação

2
T
> δM

γζT (k)ζ(k)
1 + ζT (k)ζ(k)

(39)

em que
ζT (k)ζ(k)

1 + ζT (k)ζ(k)
< 1, assim tem-se a seguinte restrição

de projeto

γ <
2

TδM
. (40)

Vale salientar ao leitor que a restrição de projeto apresen-
tada anteriormente é perfeitamente válida quando a estrutura
da planta (número de polos e zeros) é conhecida, ou seja
µ = 0. Se acaso a planta possuir polos ou zeros negligenciados
durante o projeto do controlador, ou seja µ > 0, um fator de
segurança suficientemente grande FS > 1 deve ser adicionado,
assim tem-se

γ <
2

TδMFS
. (41)

Assim, (41) é uma restrição de projeto da lei de controle
híbrida, juntamente com a restrição de ponderação

δp + δM = 1. (42)

B. Identificação do µµµ
Como foi descrito anteriormente, as oscilações que surgem
no sistema em cascata são devidas à mudança do modelo
original, ocasionado pelo acoplamento do sistema. Mostrou-se
que o modelo utilizado para realizar o projeto do controlador
Gvd,C(s) é alterado pela dinâmica ∆vd(s). Em que ∆vd provoca
uma mudança na estrutura do sistema como diminuição
do amortecimento e adição de zeros de fase não mínima.
Como o controlador de tensão Gc(s) foi projetado através
do método clássico para garantir estabilidade e desempenho,
foi considerado apenas a Gvd,C(s) original. Quando o sistema
é acoplado, o compensador Gc(s) não garante mais a
estabilidade e desempenho.

Nesta situação, o modelo utilizado para projeto é uma
aproximação do modelo real em que omite-se as incertezas as-
sociadas a variações de parâmetros, dinâmicas não modeladas,
saturação, limitadores, não linearidades, elementos intrínsecos
e parasitas que compõe a planta. Desse modo, pode-se definir
a mudança da planta devido ao acoplamento como uma
incerteza não estruturada. Também pode-se considerar que
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FIGURA 6. Diagrama de Bode de GC (s)GC (s)GC (s). (a) Gp(s)Gp(s)Gp(s) e (1 + µ∆m(s))(1 + µ∆m(s))(1 + µ∆m(s)). (b) Gvd,B(s)Gvd,B(s)Gvd,B(s), G(s)G(s)G(s)
e Gvd,∆(s)Gvd,∆(s)Gvd,∆(s).

dentro dessa incerteza não estruturada existem incertezas
paramétricas, já que RL pode variar, CF e LF podem ser
desconhecidos. Existem diversas formas de representar uma
incerteza não estruturada que depende do tipo de incerteza
que deseja-se caracterizar. Para o caso em estudo deseja-se
representar dinâmicas em altas frequências negligenciadas e
zeros no semiplano direito incertos. Assim, vamos considerar
uma planta com incertezas não estruturadas representadas
por incertezas do tipo multiplicativa. Desse modo, tem-se a
seguinte planta G(s) com ordem np com grau relativo > 1

G(s) = Gp(s)(1 + µ∆m(s)) (43)

em que, Gp(s) é a planta nominal (parte modelada), (1 +
µ∆m(s)) representa as incertezas não estruturadas, onde µ é
o ganho e ∆m(s) é a função de transferência da dinâmica
multiplicativa. Considera-se que ∆m é estável e deve ser
restringida de forma a satisfazer um limite superior na
frequência, por exemplo

|µ∆m( jω)| ≤ δm(ω) (44)

em que δm(ω) pode ser conhecido por meio da resposta em
frequência de experimentos [22]. Considera-se que |Gp(s)| ≫
|(1 + µ∆m(s))|, no mínimo 10 vezes maior.

Como pode ser observado na Figura 6.a a regra |Gp(s)| ≫
|(1 + µ∆m(s))| é respeitada nas frequências de interesse.
Em que, entende-se como frequência de interesse para este
trabalho a metade da frequência de chaveamento do conversor
(limite teórico), ou 10 vezes menor que a frequência de
chaveamento (limite prático, de banda de frequência do
atuador). Então, o sistema real em malha fechada pode ser
representado pelo diagrama de blocos da Figura 7.

Como foi demostrado na seção anterior µ representa o peso
das dinâmicas não modeladas do sistema, assim se µ = 0
não existe incerteza na planta. Mas se µ for muito grande
pode tornar o sistema instável como pode-se ver na análise
da estabilidade, por esse motivo é importante determinar µ.

mDm(s)

G svd,C( )
d( )s

S s( )

+
-

G (sc ) G (s)M

vref( )s

Modelo com Incerteza

+
+

FIGURA 7. Representação do modelo com incerteza não estruturada.

Logo, tem-se que

µ∆m(s) = ∆vd(s) − 1 (45)

onde, ∆vd(s) pode ser representado por uma função de
transferência genérica de quarta ordem, tal como (13), da
seguinte forma

∆vd(s) =
β4s4 + β3s3 + β2s2 + β1s + β0

α4s4 + α3s3 + α2s2 + α1s + α0
. (46)

Assim substituindo (46) em (45) tem-se

µ∆m(s)=
(β4−α4)s4+(β3−α3)s3+(β2−α2)s2+(β1−α1)s+(β0−α0)

α4s4 + α3s3 + α2s2 + α1s + α0
(47)

substituindo os valores de αi e βi em µ∆m(s) obtém-se (48).
Na Figura 6.b é apresentado uma comparação das funções

de transferência nominal Gp(s) = Gvd,B(s) (conversor Buck),
G(s) que representa o modelo com incertezas considerando
µ∆m(s) (sem considerar as resistências parasitas) e Gvd,∆(s)
é o modelo do sistema acoplado obtido por meio do TEE.
Assim, ao analisar a Figura 6.b pode-se concluir que G(s)
é semelhante a Gvd,∆(s), possui um pequeno erro devido
a desconsideração de rL f e rC f . Isso pode ser afirmado
ao analisar a Figura 8.a, a qual apresenta as funções de
transferência de G(s) e Gvd,∆(s) quando rC f = 0 e rL f = 0 e
pode-se ver que G(s) e Gvd,∆(s) se tornam iguais.

Ao analisar (48) pode-se notar que µ = L f (indutância
do filtro da fonte) e para confirmar isso na Figura 8.b é
apresentado o diagrama de bode de Gvd,B(s), G(s) e Gvd,∆(s)
quando o valor da indutância do Filtro LC é zero. Para
essa condição pode-se ver que G(s) e Gvd,∆(s) se tornam
praticamente iguais a função de transferência do modelo
nominal Gvd,B(s) (conversor Buck).

Vale ressaltar que em sistemas de alta potência as resistên-
cias parasitas são bem pequenas, com isso o µ se torna o
indutor, como é mostrado nesta seção.

Assim, conclui-se que, quanto maior for o peso µ, maior
será o fator de segurança Fs em (41).

V. METODOLOGIA DE PROJETO DO CONTROLADOR
PID-MRAC
O projeto do controlador adaptativo híbrido é baseado nas
seguintes etapas:

• Definição do período de amostragem T ;
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µ∆m(s)=L f
(−CBD2LBRL)s3+(−CBD2R2

L − LBD2)s2+(−2D2RL)s

(CBC f LBL f R2
L)s4+(C f LBL f RL)s3+RL(CBL f RLD2 +CBLBRL +C f L f RL)s2+RL(L f D2 + LB)s+R2

L

(48)

-40

-20

0

20

40

M
ag

ni
tu

de
(d

B
)

105
-180
-135

-90
-45

0
45
90

135
180

F
as

e(
gr

au
s)

Frequência  (Hz)

(a)

-40

-20

0

20

40

M
ag

ni
tu

de
(d

B
)

102 104
-180

-135

-90

-45

0

F
as

e(
gr

au
s)

Frequência  (Hz)

(b)

FIGURA 8. Diagrama de Bode de(a) Gvd,B(s)Gvd,B(s)Gvd,B(s), G(s)G(s)G(s) e Gvd,∆(s)Gvd,∆(s)Gvd,∆(s), para rL f = 0rL f = 0rL f = 0 e
rC f = 0rC f = 0rC f = 0. (b) Gvd,B(s)Gvd,B(s)Gvd,B(s), G(s)G(s)G(s) e Gvd,∆(s)Gvd,∆(s)Gvd,∆(s), para L f = 0L f = 0L f = 0.

• Projeto do controlador PID em tempo discreto, descrito
na Seção II, presente em (25);

• Escolha do modelo de referência Wm(s);
• Escolha dos parâmetros F e q de tempo contínuo, de

modo que o par (F,q) seja controlável;
• Escolha dos ganhos de ponderação δP e δM da ações

de controle PID e MRAC;
• Escolha do ganho de adaptação γ, ditando a velocidade

de adaptação de parâmetros adaptativos.

O modelo de referência Wm(s) foi projetado considerando
apenas o EC, parte conhecida da planta. Atendendo o critério
básico do controlador MRAC, conforme [20], o grau relativo
de Wm(s) deve ser igual ao grau relativo da FT nominal
Gvd,C(s), no caso igual a 2. Assim, definiu-se o modelo de
referência como

Wm(s) =
ω2

n

s2 + 2ζωns + ω2
n

(49)

em que, ωn = 6.28 × 104 e ζ ≈ 1. Desse modo ωn e
ζ foram projetados para obter um modelo de referência
com ganho unitário e criticamente amortecido. Para os
outros parâmetros do controlador MRAC foram utilizados os
seguintes valores F = −5 × 104, q = |F| e γ = 15. Baseado
nessa análise foi definido que δM = 0, 8 e δP = 0, 2, os quais
garantiram a estabilidade e um desempenho satisfatório como
é apresentado na Seção VI.

VI. RESULTADOS EXPERIMENTAIS
Nesta seção são apresentados os resultados dos controladores
PID, MRAC e Híbrido (PID-MRAC), aplicados ao conversor
Buck operando em duas situações distintas: sozinho (in-

FIGURA 9. Protótipo desenvolvido.

R =3L W
R =1,5L W R =1,5L W

FIGURA 10. Resultados experimentais obtidos para o conversor Buck
operando com o controlador PID, o sinal roxo representa vo(t)vo(t)vo(t) e o sinal azul o
distúrbio.

dividualmente) e conectado ao estágio fonte (sistema em
cascata). Estes resultados foram obtidos através do protótipo
desenvolvido apresentado na Figura 9, com a utilização da
DSPACE MICROLABBOX – DS1202/1203.

A. Análise Qualitativa Preliminar
1) Conversor Buck
Nas Figuras 10 a 12 são apresentados os resultados para
o conversor Buck operando sozinho com os controladores
PID, MRAC e Híbrido, frente a uma variação na carga
de ±50%. Ao analisar os resultados apresentados, pode-
se concluir que o controlador PID apresentou um melhor
desempenho quando comparado aos controladores MRAC e
Híbrido. Já que o compensador do tipo PID apresentou um
undershoot, overshoot e tempo de acomodação menores que
os compensadores do tipo MRAC e Híbrido. Comparando os
controladores MRAC e Híbrido, a técnica Híbrida apresentou
um melhor desempenho que o MRAC com menores tempo
de acomodação, overshoot e undershoot.

2) Conversor Buck com estágio fonte (cascata)
Os resultados do conversor Buck acoplado ao Filtro LC
(sistema em cascata), operando em malha fechada com os
controladores PID, MRAC e Híbrido são apresentados nas
Figuras 13 a 15. Na Figura 13 pode-se ver que o sistema em
cascata é oscilatório quando o conversor Buck é controlado
pelo compensador PID. Já, para os casos em que o conversor
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R =3L W

R =1,5L W R =1,5L W

FIGURA 11. Resultados experimentais obtidos para o conversor Buck
operando com o controlador MRAC, o sinal roxo representa vo(t)vo(t)vo(t) e o sinal azul
o distúrbio.

R =1,5L W
R =3L W

R =1,5L W

FIGURA 12. Resultados experimentais obtidos para o conversor Buck
operando com o controlador híbrido, o sinal roxo representa vo(t)vo(t)vo(t) e o sinal azul
o distúrbio.

Buck opera utilizando o controlador MRAC ou Híbrido, o
sistema em cascata é assintoticamente estável. Ao analisar
o desempenho desses dois controladores podemos dizer que
o controlador híbrido apresentou um melhor desempenho
transitório, com relação ao tempo de acomodação, overshoot
e undershoot.

É importante destacar que: a previsão teórica de instabil-
idade do controlador PID aplicado ao sistema em cascata,
com carga RL = 1, 5Ω, é baseada em modelos linearizados,
apresentados nas Seções I e II. Como o conversor Buck real
é não linear e apresenta saturação natural na ação de controle
(razão cíclica limitada), a previsão de instabilidade teórica
se reflete numa oscilação indesejada da tensão de saída do
conversor Buck real.

B. Análise Quantitativa
Para se determinar qual controlador apresentou o melhor
desempenho foi realizada uma análise quantitativa baseada
no cálculo do erro. Em um primeiro momento foi calculado
o módulo do erro

evo (t) = |vo(t) − vre f | (50)

em que, vo(t) é a tensão de saída medida e vre f a tensão de
saída de referência.

R =1,5L W

R =3L W

FIGURA 13. Resultados experimentais obtidos para o sistema em cascata com
o controlador PID, o sinal roxo representa vo(t)vo(t)vo(t) e o sinal azul vbus(t)vbus(t)vbus(t).

R =1,5L W
R =3L W R =1,5L W

FIGURA 14. Resultados experimentais obtidos para o sistema em cascata com
o controlador MRAC, o sinal roxo representa vo(t)vo(t)vo(t) e o sinal azul vbus(t)vbus(t)vbus(t).

1) Conversor Buck
O resultado obtido pelo cálculo do módulo do erro con-
siderando o conversor Buck operando individualmente com
os controladores PID, MRAC e Híbrido é apresentado na
Figura 16. Ao se analisar a Figura 16, pode-se ver que o
controlador PID apresentou o melhor desempenho entre os
três controladores, já que apresentou o menor erro frente aos
distúrbios. Já, entre o controlador MRAC e Híbrido, pode-se
dizer que o Híbrido apresentou uma melhor resposta em
relação ao MRAC.

2) Conversor Buck com estágio fonte (cascata)
Na Figura 17 são apresentados os resultados obtidos para
o módulo do erro considerando o sistema acoplado (em
cascata), para os casos em que o conversor Buck opera com
os controladores MRAC e Híbrido. O controlador PID foi
descartado nesta análise devido a sua instabilidade no sistema
em cascata (Figura 13). Desse modo, ao analisar a Figura 17
podemos ver que o controlador híbrido tem um erro um
pouco menor que o do MRAC em todos os distúrbios de
carga apresentados. Logo, o controlador híbrido apresenta
um melhor desempenho com o conversor Buck operando em
cascata.
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R =1,5L W
R =3L W

R =1,5L W

FIGURA 15. Resultados experimentais obtidos para o sistema em cascata com
o controlador híbrido, o sinal roxo representa vo(t)vo(t)vo(t) e o sinal azul vbus(t)vbus(t)vbus(t).

PID

MRAC

Híbrido

R =3L W
R =1,5L W

R =1L W

R =1,5L W

FIGURA 16. Módulo do erro da tensão de saída do conversor Buck operando
individualmente com os controladores, PID, MRAC e Híbrido.

Também foi calculado o erro quadrático médio definido
por

evo,RMS =

√∑N
1 (vo(t) − vre f )2

N
(51)

em que, N é o número de pontos da medição de vo(t).
A Tabela 1 apresenta o resumo dos resultados obtidos

para o caso do conversor Buck operando e quando acopla-se
o filtro LC. Ao analisar a Tabela 1 pode-se verificar que
para o caso do conversor Buck operando individualmente,
o controlador PID é o que apresenta o menor erro, ou seja
o melhor desempenho. Já entre os controladores MRAC e
Híbrido pode-se dizer que o controlador híbrido apresentou
um menor erro evo,RMS . Para o caso em que o acopla-se o
filtro LC ao conversor Buck pode-se ver que o controlador
híbrido apresentou o menor erro, consequentemente o melhor
desempenho. Nesse caso, o controlador PID aplicado ao
sistema em cascata tende a instabilidade.

VII. CONCLUSÃO
Este artigo demonstrou que as dinâmicas não modeladas em
sistemas em cascata (estágio fonte associado a um estágio
carga) são responsáveis por tornar o sistema de controle PID
instável. Mostrou-se que a técnica de controle PID, que foi
projetada considerando apenas o estágio carga (conversor
Buck), não foi capaz de manter o sistema estável para difer-

FIGURA 17. Módulo do erro da tensão de saída do sistema em cascata, com o
EC operando com os controladores, MRAC e Híbrido.

TABELA 1. Erro Médio Quadrático da Tensão de Saída vo(t)vo(t)vo(t)

Estratégia evo,RMS

Buck com PID 0,6600 V
Buck com MRAC 1,9962 V
Buck com Híbrido 1,4843 V
Cascata com PID Muito elevado
Cascata com MRAC 0,6121 V
Cascata com Híbrido 0,5208 V

entes pontos de operação quando o estágio fonte foi acoplado.
Por esse motivo, a solução para fornecer estabilidade do
sistema em cascata foi a utilização de um compensador
robusto a incertezas para controlar o estágio carga, no caso,
foi utilizada uma técnica de controle híbrida: PID-MRAC.
Uma detalhada análise de estabilidade do controlador em
tempo discreto foi realizada de modo a obter restrições
de projeto, bem como prover credibilidade teórico/prática
ao sistema proposto. O controlador híbrido foi projetado
considerando apenas o estágio carga e mesmo assim, foi capaz
de estabilizar o sistema em cascata para diferentes pontos de
operação, bem como apresentar um bom desempenho para
rejeição de distúrbios. O controlador híbrido PID-MRAC
apresentou uma redução de, aproximadamente, 15% no
erro médio quadrático em relação ao controlador MRAC
(de 0,6121 V para 0,5208 V). Com isso, pode-se concluir
que o controlador híbrido proposto fornece estabilidade e
desempenho transitório adequado ao sistema em cascata.
Estudos futuros podem ser realizados com o intuito de
otimizar a escolha dos pesos δP e δM ou até mesmo torná-los
adaptativos em tempo real, assim como aplicar a técnica
proposta em diferentes conversores estáticos conectados em
cascata.

APÊNDICE
A. Definição do Erro Aumentado para o Controlador Híbrido
PID-MRAC
Considerando uma planta de fase mínima Gp(s) de ordem
np com grau relativo ≥ 1

Gp(s) =
y(s)

uH(s)
= kp

Zp(s)
Rp(s)

. (52)
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Considerando o seguinte modelo de referência

Wm(s) =
ym(s)
r(s)

= km
Zm(s)
Rm(s)

(53)

com grau relativo igual ao da planta Gp(s). Assim, sem perda
de generalidade, considere kp = km = 1 e θr(t) = 1. A lei de
controle híbrida pode ser expressa, alternativamente, por

uH = δMθ
Tω + δPuP + r (54)

em que, δM e δP respectivamente são ganhos de ponderações
para os controladores MRAC e PID, com a seguinte restrição
δM + δP = 1, ω = [ωT

1 ;ωT
2 ; y]T , ω1, ω2 ∈ R

np−1, o vetor de
parâmetros do controlador MRAC θ = [θT

1 ; θT
2 ; θy]T , e θ1,

θ2 ∈ R
np−1. Quanto maior for o ganho δM da lei de controle

do MRAC mais robusto será a resposta do sistema, porém
mais lenta será a resposta. Já, quanto maior for δP mais
rápida será a resposta do sistema, porém mais susceptível o
sistema será a se tornar instável. A atualização de ω1 e ω2
é realizada através das equações

ω̇1 = Fω1 + quH (55)

ω̇2 = Fω2 + qy (56)

onde, ω1(0) = 0 e ω2(0) = 0. O par (F, q) é controlável,
F ∈ Rnp−1×np−1 e q ∈ Rnp−1. Aplicando L{.} (transformada de
Laplace) em (55) e (56) chega-se

ω1(s) = (sI − F)−1quH (57)

ω2(s) = (sI − F)−1qGp(s)uH (58)

sabendo que y = Gp(s)uH . Assim, cria-se as variáveis

f1(s) = θ∗T1 (sI − F)−1q (59)

f2(s) = θ∗T2 (sI − F)−1q + θ∗y . (60)

Pode-se escrever δMuM e δPuP como

δMuM = δM[θTω] (61)

δPuP = δP[KpeP + Ki

∫
ePdt + Kd

deP

dt
]. (62)

Os erros eP e e1 são definidos por

eP = ym − y (63)

e1 = y − ym (64)

em que, eP é o erro do PID e e1 o erro do controlador
adaptativo MRAC. Pode-se fazer uma análise complementar
para o erro do PID, em que pode ser reescrito como

eP = −e1. (65)

Então, realizando a seguinte definição∫
ePdt = ϕi (66)

deP

dt
= ϕd (67)

pode-se reescrever (54) como

uH =
[
δMθ

T
1 δMθ

T
2 δMθy δPKp δPKi δPKd

]


ω1
ω2
y
eP

ϕi

ϕd


+ r (68)

em que, θ̄T e ω̄ são definidas, respectivamente por

θ̄T = [ δMθ
T
1 δMθ

T
2 δMθy δPKp δPKi δPKd ] (69)

ω̄ =



ω1
ω2
y
eP

ϕi

ϕd


. (70)

Assim, substituindo (69) e (70) em (68) chega-se na ação
de controle total (híbrida)

uH = θ̄
T ω̄ + r (71)

logo, subtraindo θ̄∗
T
ω̄ de ambos os lados de (71)

uH − θ̄
∗T ω̄ = θ̄T ω̄ − θ̄∗

T
ω̄ + r (72)

em que, θ̄∗ é o vetor aumentado de ganhos desejado. Pode-se
reescrever as parcelas θ̄T ω̄ − θ̄∗

T
ω̄ por

(θ̄T − θ̄∗
T
)ω̄ = ( ˜̄θ)T ω̄ (73)

de forma que

˜̄θ = θ̄ − θ̄∗ =



δMθ1
δMθ2
δMθy
δPKp

δPKi

δPKd


−



δMθ
∗
1

δMθ
∗
2

δMθ
∗
y

δPK∗p
δPK∗i
δPK∗d


=



δM θ̃1

δM θ̃2
δM θ̃y

0
0
0


(74)

Assim, por (74) pode-se afirmar que ˜̄θ = δM θ̃, já que os
ganhos do PID são fixos e, então, os últimos três elementos
do vetor (74) são nulos. Define-se o vetor θ̃ = [θ̃T

1 ; θ̃T
2 ; θ̃y],

em que θ̃1 = θ1 − θ
∗
1, θ̃2 = θ2 − θ

∗
2 e θ̃y = θy − θ∗y . Logo,

pode-se reescrever (72) como

uH − θ̄
∗T ω̄ = ˜̄θT ω̄ + r. (75)

De (74) pode-se escrever
˜̄θT ω̄ = δM θ̃

Tω (76)

substituindo (76) em (75) chega-se

uH − θ̄
∗T ω̄ = δM θ̃

Tω + r. (77)

Como θ̄∗
T
=

[
δMθ

∗T

1 δMθ
∗T

2 δMθ
∗
y δPKp δPKi δPKd

]
e

ω̄T = [ ωT
1 ωT

2 y eP ϕi ϕd ], (77) pode ser ex-
pandida da seguinte forma

δM θ̃
Tω+r=uH−θ

∗T

1ω1−θ
∗T

2ω2−θ
∗
yy−KpeP−Kiϕi−Kdϕd (78)

ou ainda

δM θ̃
Tω + r =

[
1 − f1(s) − f2(s)Gp(s)

]
uH − uP (79)
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em que, f1(s) e f2(s) foram definidos, respectivamente,
em (59) e (60). Assim, isolando r em (79) chega-se a

r =
[
1 − f1(s) − f2(s)Gp(s)

]
uH − uP − δM θ̃

Tω. (80)

Quando θ = θ∗, θ̃ = 0 e consequentemente y = ym, (80) é
escrita como

r =
[
1 − f1(s) − f2(s)Gp(s)

]
uH − uP (81)

Sabe-se que ym = Wm(s)r ou r = Wm(s)−1ym e, se θ̃ = 0,
ym = y = Gp(s)uH . Então

r = Wm(s)−1Gp(s)uH (82)

substituindo (82) em (81) tem-se

Wm(s)−1Gp(s)uH =
[
1− f1(s)− f2(s)Gp(s)

]
uH−uP. (83)

Depois, substituindo (79) em (83) tem-se

W−1
m (s)Gp(s)uH(s) = δM θ̃

Tω + r (84)

em que, y = Gp(s)uH , assim substituindo y em (84) chega-se

y = Wm(s)(δM θ̃
Tω + r) = Wm(s)δM θ̃

Tω + ym (85)

de (85) pode-se escrever

e1 = y − ym = Wm(s)δM(θ̃Tω). (86)

Agora, para encontrar a equação do erro aumentado,
explicita-se δM , a partir da identidade

δMWm(s)(θ∗
T
ω) = δMθ

∗T (Wm(s)ω) (87)

em que
θ∗ = θ − θ̃ (88)

assim

δMWm(s)[θTω − θ̃Tω] = δM[θT − θ̃T ]Wm(s)ω (89)

ou
δMWm(s)(θTω) − δMWm(s)(θ̃Tω)=δMθ

T Wm(s)ω
−δM θ̃

T Wm(s)ω (90)

em que
ζ = Wm(s)ω (91)

Logo, substituindo (91) em (90) tem-se

δMWm(s)(θTω)−δMWm(s)(θ̃Tω)=δMθ
Tζ−δM θ̃

Tζ (92)

por fim chega-se na seguinte equação

δM θ̃
Tζ−δMWm(s)(θ̃Tω)=δMθ

Tζ−δMWm(s)(θTω). (93)

Assim, conclui-se que a forma computável do erro fC(θ)
está no lado direito de 93), sendo definido por

fC(θ) = δMθ
Tζ − δMWm(s)(θTω) (94)

já, a forma não computável fNC(θ) está no lado esquerdo
de (93) é definido por

fNC(θ) = δM θ̃
Tζ − δMWm(s)(θ̃Tω) (95)

A parte computável fC(θ) é somada ao erro de rastreamento
e1 assim

ϵ1,H = e1 + fC(θ) (96)

substituindo fC(θ) e (86), em (96) tem-se

ϵ1,H = e1 + δM

[
θTζ −Wm(s)(θTω)

]
(97)

logo, chega-se em

ϵ1,H = e1 + δMθ
Tζ − δMv (98)

em que
v = Wm(s)(θTω). (99)

Sendo (98) a forma computável do erro aumentado, para
fins de implementação. O formato não computável do erro
aumentado é utilizado para análise da estabilidade, sendo
definida por

ϵ1,H = e1 + fNC(θ) (100)

substituindo (86) em (100) chega-se

ϵ1,H = Wm(s)δM(θ̃Tω) + δM θ̃
Tζ − δMWm(s)(θ̃Tω) (101)

onde, chega-se em

ϵ1,H = δM θ̃
Tζ. (102)

(98) é a forma computável do erro aumentado e é
utilizada para os cálculos em um ambiente digital, ou seja
a implementação em um DSP. Já (102) é a forma não
computável do erro aumentado e é utilizada para as provas
teóricas de estabilidade, desenvolvida na Seção IV. Vale
destacar que a análise de estabilidade mostra se os parâmetros
do controlador (ganhos θ, no caso) divergem ou não. Por
esse motivo, que o ganho δP não aparece no final da análise
de estabilidade, pois o PID possui ganhos fixos, ou seja, não
divergem.
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